Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automatcd qucrying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send aulomated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project andhelping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep il légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite seveie. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while hclping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public cl de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //books .google. com| 



■ 

I 



n 



l-.l 






i - 




LA 



STATIQUE GRAPHIQUE 



ET SES 



APPLICATIONS AUX CONSTRUCTIONS. 



LA 



STATIQUE GRAPHIQUE 



ET SES 



APPLICATIONS AUX CONSTRUCTIONS; 



PAR 



M, Maurice LÉVY, 

MEMBRE DE l'iNSTITUT, 

ISfGÉMIBDE EN CHEF DES PONTS ET CHAUSSÉES, 

PROPB88EUE AU COLLÈGE DE FRANCE ET A l'ÉCOLE CENTRALE 

DES ARTS ET MANUFACTURES. 



DEUXIÈME ÉDITION. 



IV PARTIE. 



OUVRAGES EN MAÇONNERIE. 

SYSTÈMES RÉTICULAIRES A LIGNES SURABONDANTES. 

INDEX ALPHABÉTIQUE DES MATIÈRES CONTENUES 

DANS LES QUATRE PARTIES. 



TEXTE. ^ ^ 



I iiQu m^ 



PARIS, 



GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

DU BUREAU DBS LONGITUDES, DE l'ÉGOLB POLYTECHNIQUE, 

SUCGESSEUR D£ HALLET-BAGHELIER, 

Quai des Grands-Augustins, 55. 

i888 

(Tous droiU résenès.) 



Cao "?\g. ?t(L^) 



HAftVARD 

LiBRART 

JUM 25 1962 



■ HdB 



TABLE DES MATIÈRES 

DE LA QUATRIÈME PARTIE. 



PREMIÈRE SECTION. 

VOUTES EN BERCEAU ET COUPOLES EN MAÇONNERIE. 

CHAPITRE I. 

Pages. 
Voûtes en berceau ; i 

552. Conditions de stabilité d'une voûte. — 553. Représentation de 
M. Durand-Claye des valeurs limites de R„. — 554. Sur les conditions 
fondamentales de la stabilité. — 555. Impossibilité d'appliquer les prin- 
cipes ordinaires de la Résistance des matériaux. — 556. Principe de 
l'équilibre-limite. — 557. Application de ce principe. — 558. Solution 
des problèmes que soulève l'application du principe de l'équilibre- 
limite : i*' Voûtes en arc de cercle, n'' Voûtes en plein cintre, anse de 
panier, ellipse et similaires. 3« Voûtes en ogive. — 559. Cas excep- 
tionnels où l'on redoute des glissements. — 560. Cas de charges dissy- 
métriques. — 561. Culées et piles. — 562. Dérogation à la règle du 
tiers moyen : i* Voûtes en arc de cercle, a® Voûtes en anse de panier. 

— 563. Données pratiques relatives aux voûtes : i** Voûtes en plein 
cintre. 2® Ponts pour chemins de fer. 3*> Voûtes en arc de cercle. 
4" Voûtes en ellipse ou en anse de panier. 5** Voûtes en plate-bande. — 
564. Emploi de joints fictifs verticaux. — 565. Résumé des opérations 
à faire pour l'étude d'une voûte. — 566. Méthode de M. Durand-Claye. 

— 567. Méthode du général Peaucellier. 

CHAPITRE II. 

Coupoles en maçonnerie 4^ 

568. Hypothèses et principes. — 569. Point neutre. — 570. Courbes des 
pressions; leur degré d'indétermination. — 571. Application du prin- 
cipe de Téquilibre-l imite. — 572. Marche à suivre dans la pratique. — 
573. Culées en tour ronde. — 574. Remarque sur les tours rondes com- 
primées symétriquement. 



V| TABLB DES MATIÈRES. 



DEUXIEME SECTION. 

POUSSÉE DES TERRES ET DES FLUIDES. MURS DE SOUTENEMENT. 

CHAPITRE III. 

Page». 
Poussée des terres 53 

575. Principes généraux. — 576. Équilibre-limite. — 577. Talus naturel. 

— 578. Objet du problème de la poussée des terres. — 579. Indétermi- 
nation du problème. — 580. Application du principe de l'équilibre- 
limite. — 581. Méthode géométrique de Poncelet. — 582. Expression 
analytique de la poussée. — 583. Cas particulier d'un talus unique. 
Point d'application de la poussée. — 584. Cas particulier du talus na- 
turel et d'un mur vertical. — 584 bis. Plate-forme horizontale avec 
mur vertical lisse. — 585. Cas d'une surcharge uniforme. — 586. Cas 
d'une surcharge quelconque. — 587. Point d'application de la poussée 
sur un mur plan. — 588. Sur l'action que supporte une section verti- 
cale d'un massif à talus. — 589. Poussée sur un mur polygonal ou 
courbe. — 590. Répartition des pressions d'un remblai sur l'extrados 
d'une voûte. — 591. Butée des terres. — 592. Tables et règle empirique 
de M. Flamant, pour le cas d'un talus unique. 

CHAPITRE IV. 

Pièces simplement comprimées ou tirées d'égale résistance. Murs soute- 
nant de Veau ou des terres 83 

593. A. Pièces simplement comprimées ou tirées d'égale résistance. 

— 594. Pièce de section constante. Limite de hauteur. — 595. Pièce de 
section variable. — 596. Pièce d'égale résistance. — 597. Câbles, murs, 
cheminées, tours d'égale résistance sous l'action de charges verticales. 

— B. Murs soutenant une pression d'eau. — 598. Pression de l'eau 
sur une paroi cylindrique. — 599. Conditions de résistance d'un mur 
de soutènement. — 600. Murs de section rectangulaire ou triangulaire. 

— 601. Murs avec fruits. — 602. Condition de résistance-limite sur la 
base. — 603. Murs à parois polygonales ou courbes. -— 604. Murs de 
soutènement de terres. — 605. Données empiriques. — 606. Vérifica- 
tion de la stabilité d'un mur de revêtement. 

CHAPITRE V. 

Action du vent sur les maçonneries. Cheminées tours, cuves de gazo- 
mètres 107 

607. Action du vent sur une surface de révolution. — 608. Application 
au cône de révolution. — 610. Application à une cloche en forme de 
calotte sphérique. — 611. Remarques. 



TABLE DES MATIERES. VII 

TROISIÈME SECTION. • 

STSTÂMES RÉTICULAIRBS A LIGNES OU CONDITIONS SURABONDANTES. 

CHAPITRE VI. 

Paset. 
Théorie cinématique et mécanique des déplacements dans les systèmes 

réticulaires en général 117 

612. Lemmes de Géométrie. — 613. Théorème. — 614. Expression des 
déplacements des nœuds d'un système réticulaire, en fonction des 
allongements des barres. — 615. Expression des composantes du dé- 
placement d'un nœud. — 616. Influence de la température. — 617. 
Changements dans les distances mutuelles des nœuds d'un système ré- 
ticulaire. — 618. Allongement des barres surabondantes d'un système 
réticulaire en fonction des allongements des barres du système. — 
619. Construction graphique des coefficients qui entrent dans les for- 
mules. — 620. Nouvelle forme donnée à l'expression de l'allongement 
d'une barre surabondante. — 621 . Expressions des rotations des barres 
et des déplacements des nœuds en fonction des tensions élastiques des 
barres. — 622. Expressions des rotations et déplacements en fonction 
des moments M. — 623. Expressions approchées des rotations et dé- 
placements en fonction des moments de flexion. — 624. Expressions des 
allongements des barres surabondantes en fonction des tensions et 
des moments M. — 625. Réciprocité des allongements des distances 
mutuelles des nœuds d'un système réticulaire. — 626. Réciprocité des 
déplacements des nœuds. — 627. Les pièces pleines de la Résistance 
des matériaux considérées comme cas particulier des systèmes réticu- 
laires. 

CHAPITRE Vn. 

Application aux poutres réticulaires à une travée i4B 

628. Méthode employée. — A. Poutre encastrée à une extrémité et 
simplement appuyée à l'autre. — 629. Théorème fondamental. — 
630. Solution graphique du problème de la poutre encastrée à un 
bout, appuyée à l'autre. — 631. Remarque sur le solide d'égale rési- 
stance. Cas d'une poutre de hauteur et section variables. B. Poutre 
encastrée à ses deux extrémités. — 632. Théorème fondamental. — 
633. Application du théorème fondamental. 

CHAPITRE VIII. 

Application aux arcs réticulaires avec ou sans encastrement 161 

A. Arcs posés sur tourillons simples. — 634. Théorème fondamental. — 
635. Application du théorème fondamental. — 636. Poussée due & la 
température. >- B. Arc encastré à une extrémité et librement ap- 
puyé à l'autre. — 637. Théorème fondamental. — 638. Application 
du théorème général. — 639. Influence de la température. — 640. Réac- 
tions des appuis et tensions des barres. — C. Arc encastré aux deux 



VIII TABLE DES MATIÂRES. 

Pages. 

extrémités, — 641. Théorème fondamental. — 642. Application du 
théorème fondamental. — 643. Influence de la température. — 644. 
Réaction des appuis et tensions des barres. — 645. Méthode basée sur 
la ligne de poussée. 

CHAPITRE IX. 

Application aux poutres et arcs réticulaires continus x84 

646. Formule fondamentale. — 647. Application de la formule fondamen- 
tale aux poutres droites. — 648. Théorème des trois moments. — 649. 
Théorème des deux moments. — 650. Foyers. — 651. Moments de 
flexion. — 652. EfTorts tranchants, réactions des appuis et tensions 
des barres. — 653. Cas des poutres de hauteur constante. — 654. Ap- 
plication aux arcs réticulaires continus ou à des poutres continues. 



NOTES. 

NOTE I. 

Mémoire sur la recherche des tensions dans les système de barres élas- 
tiques et sur les systèmes qui, à volume égal de matière, offrent la plus 

grande résistance possible 197 

Objet et principaux résultats de ce Mémoire. I. Conditions pour que 
la Statique suffise à déterminer les tensions d'un système de barres. 

II. Méthode générale pour trouver les tensions dans un système de 
barres élastiques lorsque la Statique laisse le problème indéterminé. 
Relation entre les dilatations de six lignes joignant quatre points. 
Méthode du général Menabrea. Méthode de Mohr. Application aux 
croix de Saint-André. Déplacement des points d'un système librement 
dilatable en fonction des allongements des barres. Principe de récipro- 
cité des déplacements. Ligne de poussée pour un arc librement dila- 
table appuyé ou encastré. Ligne de poussée pour un arc réticulaire. — 

III. Propriétés générales des systèmes d'égale résistance. Arcs réticu- 
laires d*égale résistance. — IV. Comparaison entre les principales 
poutres employées en Europe et aux États-Unis, au point de vue du 
volume de matière à dépenser pour résister à des charges uniformes 
ou roulantes. Système Fink. Système Bollmann. Systèmes à triangles 
et en particulier système Warren. — V. Conclusions pratiques. Sys- 
tème Fink. Système Bollmann. Système à triangles isoscèles (Warren). 
Système à triangles rectangles ascendants. Système à triangles rec- 
tangles descendants. Tableau comparatif des principales valeurs nu- 
mériques de V^ et V pour les systèmes Fink, Bollman et Warren. 

APPENDICE A LA NOTE I. 

Sur les cas d'exception que présentent, au point de vue cinématique ou 

mécanique, les systèmes articulés 3o8 

A. Déformations normales et anormales dans les systèmes articulés. 
— Relations normales et anormales entre les dilatations des c6tés 



TABLE DES MATIÈRES. IX 

Pages, 
d'une figure. — Relation enlre le nombre des déformations et des di- 
latations. — B. Conditions normales et anormales d* équilibre des 
systèmes articulés, — Conditions pour que la Statique puisse déter- 
miner les tensions d'un système de barres. — Figures non libres. — 
Méthode générale pour reconnaître s'il existe des conditions anormales 
d'équilibre. — Relations fournies par la Statique entre les tensions 
calorifiques. — Résumé des caractères des systèmes dont la Statique 
ne fournit pas les tensions. — Exemples de systèmes présentant des 
conditions anormales d'équilibre. — Recherches des tensions lorsqu'il 
existe des conditions anormales d'équilibre. 

NOTE II. 
Sur le problème du convoi payant sur une poutre à deux appuis 334 



FIN DE LA TABLE DES MATIERES. 



ERRATA. 



Page i35, § 621. Dans le titre du paragraphe, au lieu de : allongements, lisez 
des déplacements. 



LÀ 



STATIQUE GRAPHIQUE 



ET SES 



APPLICATIONS AUX CONSTRUCTIONS. 



QUATRIÈME PARTIE. 



PREMIÈRE SECTION. 

VOUTES EN BERCEAU ET COUPOLES EN MAÇONNERIE. 



CHAPITRE I. 

VOUTES EN BERCEAU. 

§ 552. 

GOiminONS DE STABUiITÉ D'UNE VOUTE. — Soient {fig. i , p. 2) ASC 
rintrados^ BHD l'extrados d'une voûte cylindrique chargée uni- 
formément dans le sens de sa longueur, de sorte qu'il suffit d'en 
considérer une longueur égale à l'unité. 

Dans le sens de la section droite elle porte, outre son propre 
poids, une surcharge formée en partie d'un massif de maçonnerie 
non appareillé et d'un remblai ou, s'il s'agit d'un pont-canal, de 
la cunette du canal avec l'eau qui la remplit. 

Nous admettrons, comme on le fait d'habitude, que chaque 
voussoir, tel que abcd^ porte la charge dhdHJ qui la surmonte di- 
rectement. Celte hypothèse, quand il s'agit d'un remblai, n'est 
pas exacte; mais elle paraît défavorable à la stabilité de la voûte. 
IV. 1 
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puisqu'elle revient à négliger le frottement qui se produit le long 
des sections verticales dé et 66', frottement qui serait de nature 



Fig. I. 



d/ h' 




Fig. I bis. 




Fig. 1 ter. 




à soulager un peu la voûte. A ce point de vue, elle semble donc 
admissible ('). 

Nous ferons abstraction de la cohésion produite entre les vous- 



(') Voir plus loin § 583. 
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soirs parle mortier qui les relie et nous poserons en principe que, 
dans ces conditions, la stabilité d'une voûte se trouvera convena- 
blement assurée par les conditions suivantes : 

1° Qu'aucun joint ne tende à s'ouvrir, c'est-à-dire que les joints 
soient comprimés sur toute leur longueur; 

7? Que les voussoirs ne puissent pas glisser les uns par rapport 
aux autres ; 

3** Que la pression par unité de surface, exercée en un point 
quelconque d'un joint, ne dépasse pas une valeur donnée />o dé- 
pendant de la nature des matériaux employés. 

Théorème. — Pour qu'une voûte soit stable, dans le sens qui 
vient d'être attribué à ce mot, il faut et il suffit : 

i** Que le centre de pression de chaque joint ab {fig» i bis, 
p. 2, où le joint ab est représenté amplifié), c'est-à-dire le 
point h où il est rencontré par la résultante R des pressions 
quHl supporte, soit placé dans le tiers moyen de sa longueur; 

2** Que la force K/asse, avec la normale au joint, un angle 
moindre ou au plus égal à l'angle du frottement de la pierre 
employée sur elle-même; 

3® Que la composante normale R« de la force R étant multi- 
pliée par le facteur numérique 



1? 



i-\ — - 1 



ou e =^ab est la longueur du joint et ^ = hO la distance du 
centre de pression au milieu du joint, et la force ainsi ampli- 
fiée, 

étant supposée uniformément répartie sur la longueur du 
joint, la pression par unité de surface 



e \ e 



qui en résulte, soit moindre ou au plus égale à celle p^ qu'on 
ne veut pas dépasser. 



4 !'• SECTION. — CHAP. I. 

En effet, soit (^fig* i 6w) ah=^e un joint représenté à part, à 
une échelle plus grande. 

Divisons-le en trois parties égales ; soient ^ et a les points de 
division et soit O le milieu du joint. 

Supposons, pour fixer les idées, que la résultante R des pres- 
sions soit appliquée en un point h placé entre O et 6. 

En chaque point m, menons une ordonnée mM qui, à une 
échelle convenue, représente la composante normale de la pression 
par unité de surface qui s'exerce au point m ; le lieu des extré- 
mités de ces ordonnées sera une courbe que, comme dans toute 
la Résistance des matériaux, nous remplaçons approximativement 
par une droite AB (loi du trapèze). 

La composante normale R/< de R sera égale à Taire du trapèze 
ABa6 et le centre de pression h sera la projection sur ah du 
centre de gravité de cette aire. 

La plus grande pression se trouvera à l'extrémité du joint, la 
|)Ius voisine ,du centre de pression, ici à Textrémité t, et sera re- 
présentée par Fordonnée correspondante B6; la plus petite sera à 
l'extrémité opposée, ici en a, et représentée par l'ordonnée Aa. 

Pour que le joint soit partout comprimé, il faut et il suffit que 
les deux ordonnées Aa, B2» tombent du même côté de a6; à la 
limite, la plus petite peut être nulle : dans ce cas, le trapèze se 
réduit à un triangle. 

Décomposons le trapèze en deux triangles B6a, BAa par la 
diagonale Ba. 

Les ordonnées du premier de ces triangles fournissent une ré- 
sultante r égale à son aire et appliquée en p; les ordonnées du 
second fournissent, de même, une résultante r^ égale à son aire et 
appliquée en a. Les deux forces r et r^ (dont la dernière peut à la 
limite être nulle) étant, par hypothèse, de même sens, leur résul- 
tante R/z est nécessairement comprise entre elles, ce qui établit la 
partie i^ de la proposition énoncée. 

La partie 2^ résulte des lois connues du frottement (§ 182). 

Pour établir la partie 3^, prenons les moments des deux forces r 
et f^ et de leur résultante R/i par rapport au point a; nous aurons 
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OU, en posant AO = Ç, 

et, puisque r est l'aire du triangle B ba, soit 



rxj; 



r=B6x -; 

2 



on a 



d'où 

». (- °^) 

(I) î^ Î^=B6. 

Donc, pour que la pression maxima 66, qui se produit dans le 
joint, soit égale ou inférieure à p^^ il faut et il suffit que 

Dans le cas où la pression dans un joint atteint sa valeur limite, 
IMnégalité se change en égalité et l'on a 

en désignant par R'^ la limite supérieure de R,/. 



§853. 

BEPBÉ8E1ITÂTI0H DE M. DUBARD-GUTE DES 7ALEUB8-LIMITE DE B„. — 

L'inégalité (2) et l'égalité (2') supposent essentiellement le centre 
de pression h compris dans le sixième O ^ du joint. Pour chaque 
valeur de Ç, c'est-à-dire pour chaque position du centre de pression 
ainsi placé, l'équation (2') fournit la valeur-limite R'„ de la pres- 
sion normale correspondante R«, c'est-à-dire celle pour laquelle la 
pression maxima par unité de surface est B6 =:/>o* 

Au lieu de compter les abscisses OA = ^ à partir du milieu du 
joint, comptons-les à partir du point a. Soit 



6 !"• SECTION. — CHAP. I. 

OU 

d'où 

et Téquatlon (2') devient 

(2') R;, x{' = ^' =const. 

Si, en chaque point h, on porte AH égal à la limite supérieure 
que peut atteindre R/,, on voit que le lieu des points H sera une 
hyperbole équilatère dont les asymptotes sont le joint db et sa 
normale en a. 

La partie de la courbe comprise entre O et p est seule valable. 

Pour la tracer, on observe qu'au milieu O du joint, soit pour 

Ç' = g> on a 

qu'au point p, soit pour Ç'= ^> on a 



Portons donc l'ordonnée O0'=/?o^ et l'ordonnée PP'= ^^ 

à l'échelle des forces. Nous aurons les deux extrémités de la 
courbe. Joignons O'p et ^'b\ on vérifie sans difficulté sur l'équa- 
tion (2'') que ces deux lignes sont les tangentes à l'hyperbole en 
ses points extrêmes. On a donc les éléments nécessaires pour la 
tracer approximativement. 

Supposons à présent que le centre de pression sorte du tiers 
moyen du joint et qu'il vienne en h^. Il est clair que le joint ha 
ne sera plus comprimé sur toute sa longueur, de sorte que, si R'„ 
conservait sa valeur HA, la pression maxima en b dépasserait la 
valeur limite /?o- Mais, si R^ devient suffisamment petit, cette pres- 
sion, représentée par Bè, peut conserver sa valeur. Pour trouver la 
valeur à donner à R'^, pour qu'il en soit ainsi, prenons sur le joint 
à partir de b une longueur ba^ = ibh^ et joignons Baf. Ce sont 
les ordonnées de cette droite qui représentent les pressions 
exercées entre b ei a^. 
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Entre ai et a, les pressions sont nulles, le joint ne sera pas 
serré; il tendra à s^ouvrir dans cette partie. 

On voit, en effet, que la résultante des pressions représentées 
par le triangle ba\Ti passe bien en h^ et que la plus grande 
pression est toujours celle B6 = ^o. Il n'y a d'ailleurs que la 
droite ba^ qui satisfasse à ces deux conditions. Pour qu'elles 
soient satisfaites, la force R^ étant appliquée en A|, il faut que 
cette force soit égale à l'aire du triangle B6ai, soit 

ou, si l'on pose bh^ = $i, 

3 3 

R«=/'oX -Ji= -Paix- 

Si donc on porte à partir de Ai une ordonnée Ai H,, à l'échelle 
d 3s ordonnées HA ou des forces, on aura 

On voit que le lieu des points H| n'est autre que la droite b^'^ 
tangente à l'hyperbole O' P'. 

Si le centre de pression se déplaçait sur la moitié Oa du joint, 
c'est en a que se produirait la pression maxima et l'on obtiendrait 
le lieu O'd'a symétrique de O'P'6. 

Ainsi, pour que la pression maxima />o soit atteinte, il faut et 
il suffit que la composante normale R/i de la résultante des forces 
élastiques soit, à l'échelle indiquée, représentée par l'une quel- 
conque des ordonnées du contour bO' a' et, pour que cette pression 
ne soit pas dépassée, il faut et il suffit que l'extrémité de l'or- 
donnée qui représenterait R/, reste à l'intérieur de ce contour. 

Dès qu'elle en sort pour un joint, la condition 3** du théorème 
sur la stabilité établi au § 552 cesse d'être remplie. 

Ce mode de représentation est dû à M. Durand-Claye qui en a 
fait le point de départ d'une théorie très ingénieuse des voûtes ( ' ). 



( ' ) Annales des Ponts et Chaussées, 1866 et 1867. 
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§ 554. 

SUR LES COraiTIOHS FOIDAMEnALES DE LA STABIUTÉ. — Des trois 
conditions de stabilité indiquées dans le théorème dont il vient 
d^étre parlé, la deuxième et la troisième sont seules à la fois néces- 
saires et suffisantes. 

Théoriquement, le centre de pression h^ peut sortir du tiers 
moyen sans que la voûte périsse, pourvu i^ que la pression nor- 
male Rn acquière une valeur suffisamment petite, inférieure à 
H| A|, et que la pression totale R soit assez peu inclinée sur la nor- 
male au joint pour qu^il n'y ait pas glissement. 

Mais le fait qu'une partie seulement du joint se trouve alors 
utilisée paraît en lui-même fâcheux. Ajoutons que la loi du trapèze, 
très admissible quand le joint tout entier est comprimé, est bien 
incertaine lorsqu'il n'en est plus ainsi. 

On n'est pas suffisamment sûr de la partie du joint qui travaille 
à la compression. C'est pourquoi il nous paraît tout à fait dési- 
rable, au point de vue pratique, que les centres dépression restent 
autant que possible dans le tiers moyen de la voûte. Ajoutons que, 
quand cette condition est remplie, les deux autres, celle relative 
au glissement et celle relative à la limite de la pression par unilé 
de surface, sont ordinairement remplies d'elles-mêmes, de sorte 
que cette condition i" non seulement ne semble pas devoir être 
abandonnée, mais se présente, dans la pratique, comme la condition 
capitale, la seule qui puisse donner toute sécurité. Elle a, en outre, 
l'avantage de conduire, comme nous allons le montrer, à une so- 
lution du problème des voûtes très expéditive et satisfaisante à 
tous égards. 

§ 555. 

«POSSIBILITÉ D'APPUaUEB LES PBmCIFES OBDINAIBES DE LA BÉSISTAIGE 
DBS KATÉBIAVZ. — Supposons, pour fixer les idées, une voûte 
ASCBHD, symétrique par rapport à la clef et symétriquemenl 
chargée, en sorte qu'il suffit d'en considérer une moitié ABHS 

ifig' I? P- a). 

Divisons les joints, ainsi que la verticale du sommet HS, que 
nous regardons comme un joint fictif, en trois parties égales. Nous 
formons deux polygones ayant pour sommets : l'un, les points de 
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division extérieurs ^o? ^i? ^a? • • t Tautre, les points de division 

intérieurs ao, ai, a^, ... des joints. Les centres de pression 

doivent tous être compris entre ces polygones. Soient A© le centre 

de pression du joint de clef et q la résultante des pressions 

exercées sur ce joint : q est la poussée de la voûte. Elle est dirigée 

suivant l'horizontale h^ i . 

Désignons par les n*^ 1,2, 3, 4? S, 6 les voussoirs depuis la ciel 

et par 

1, % 3} 4| 5, 6 

les lignes d'action des charges qui pèsent sur eux y compris leurs 
propres poids. Si nous composons la poussée q avec la force \ , 
nous avons la résultante dirigée suivant 1.2 et représentant lu 
pression sur le joint qui sépare les voussoirs n"' i et 2 ; si nous 
composons cette première résultante avec la force 2, nous aurons 
la nouvelle résultante 2.3, représentant la pression sur le joint qui 
sépare les voussoirs n®* 2 et 3, et ainsi de suite. 

Le polygone AqI .2.3.4.5.6A' n'est autre que le polygone des 
pressions ou polygone funiculaire des charges données J , 2, 3, .... 
ayant la poussée q^ à la fois pour premier côté et pour distance 
polaire. 

Le centre de pression sur le joint qui sépare les voussoirs n^^ 1 
et 2 est l'intersection de ce joint avec le côté 1.2, et de même 
pour les suivants; pour le joint qui sépare les voussoirs n*** 5 et 6, 
c'est l'intersection de ce joint avec le côté 6. S, mais prolongé au- 
dessus rfe 5 ( * ). 

Ayant ainsi tracé le polygone des pressions, on voit : i^ si les 
centres de pression sont tous dans les tiers moyens des joints: 
7? si les pressions, qui sont les côtés mêmes de ce polygone, font 
avec les normales aux joints sur lesquels elles agissent un angle 
moindre que l'angle de frottement. 

On admet que cet angle peut aller sans inconvénient jusqu'à 1 5" 
à 20^. 

Enfin les rayons polaires {fig' i ter) donnent les grandeurs 



(^) On voit par là que le polygone des pressions ne doit pas être confondu avec 
celui qui aurait pour sommets les centres de pression [ainsi que nous l'avons 
déjà observé (§ 70)]. Ce n'est que si les joints étaient verticaux qu'il y aurait 
identité entre ces deux polygones. 
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de ces pressions que nous avons précédemment désignées par la 
lettre R. On a, par suite, leurs composantes R/, normales aux 
joints et, par la partie 3® du théorème du § 552, on peut vérifier si 
la pression par unité de surface qu'on admet pouvoir être sup- 
portée par les matériaux employés n'est pas dépassée. 

iVinsi, la vérification de la stabilité d'une voûte ne souQrirail 
aucune difficulté si l'on pouvait tracer le polygone des pressions. 

Mais ce tracé exige qu'on connaisse deux grandeurs : la poussée q 
et la distance A© S de son point d'application au sommet de l'in- 
Irados ( '). 

Mais ces deux éléments ne pourraient être déterminés qu'en 
ayant égard à l'élasticité de la matière. 

Si l'on admettait, par exemple, qu'une voûte se déforme comme 
un arc élastique qui serait encastré à ses extrémités, on pourrait 
appliquer les méthodes précédemment exposées; mais une telle 
hypothèse n'offrirait ici aucun degré de certitude. 

Le mode de construction d'une voûte, le mode d'enfoncement 
de la clef qui est plus ou moins serrée lors de sa pose, la qualité 
des mortiers employés, leur degré de prise au moment du décin- 
trement, sont autant d'éléments perturbateurs échappant à toute 
analyse mathématique. 

Aussi, parmi les polygones funiculaires des charges données 
qui satisfont aux conditions de stabilité précédemment énoncées, 
il paraît impossible de définir, avec quelque vraisemblance, celui 
qui constitue le véritable polygone des pressions, tant l'assiette 
définitive que prend une voûte après l'enlèvement des cintres qui 
ont servi à l'édifier peut être modifiée par les diverses circonstances 
qui viennent d'être énumérées. Tous les efforts qui ont été faits 
pour définir le problème reposent sur des hypothèses arbitraires. 

Mais, si l'on* ne peut pas préciser toutes les conditions du pro- 
blème, on peut indiquer des conditions qui soient suffisantes 
pour assurer la stabilité. C'est ce résultat dont le praticien peut se 
contenter, puisqu'il lui offre toute sécurité, que nous allons 
essayer d'atteindre. 



(*) Si la charge était dissymétrique, il faudrait connaître trois éléments, 
puisque trois conditions sont, comme nous le savons, nécessaires pour définir un 
polygone funiculaire quand on ne sait pas d'avance qu'il est symétrique. 
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§ 556. 

PBIHCSPE DE L'ÉftïïILDBE-LIlIITE. — Parmi les modes d^équilibre, gë- 
aéralement en nombre illimité, qui sont statiquement admissibles, 
il en existe un ou, au plus, un nombre fini que nous appelons les 
états à* équilibre-limite et qui sont caractérisés par ce que, dans 
ces états, Tune des conditions de stabilité est sur le point de 
cesser d'être satisfaite, soit parce que des joints sont sur le point 
de s'ouvrir, soit parce que des voussoirs sont sur le point de 
glisser. Et nous posons en principe que si, à ce moment, l'équi- 
libre est assuré, il le sera dans tout autre état. 

Concevons, en effet, une voûte posée sur cintre. L'enlèvement 
des cintres se fait avec les précautions voulues pour que le tasse- 
ment de la voûte ait lieu sans choc et sans mouvement brusque. 
Or, si la voûte devait tomber, il faudrait auparavant qu'elle passai 
par un des états d'équilibre-limite. Par hypothèse, elle arrive à cet 
état sans vitesse sensible; si donc, à cet état, son équilibre est 
assuré, elle ne pourra pas aller plus loin, en vertu de la définition 
du même mot équilibre (§1). 

Ainsi, il suffit d'assurer les conditions de stabilité dans l'état ou 
les états d'équilibre-limite. 

Nous ne prétendons pas que le polygone des pressions qui se 
produit dans l'un de ces états soit celui qui se réalisera efiective- 
ment. Nous disons seulement que ce dernier, quel qu'il soit, ne 
pourra qu'être plus favorable à la stabilité que le ou les premiers 
dont il suffit ainsi de s'occuper. 

§ 557. 

APPUGATIOR DE CE PBDrCIPE. — Pour appliquer ce principe, nous 
nous appuierons sur les faits d'expériences que voici : 

I® Lorsqu'une voûte surbaissée en arc de cercle tend à se 
rompre sous l'influence des charges qu'elle supporte habituelle- 
ment, le joint de la clef s'ouvre vers l'intrados tandis que les 
joints des naissances s'ouvrent vers l'extrados {Jig* 2, p. 12) 
pendant que les culées sont chassées vers le dehors. 
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Lorsque cet effet est sur le point de se produire, le polygone- 
des pressions passe évidemment au tiers extérieur (* ) du joint de 
clef et au tiers intérieur des joints des naissances. Il est donc pai- 
faitement défini. 

a^ Dans une voûte en plein cintre ou une voûte surbaissée en 
anse de panier, arc d'ellipse et formes similaires sur le point de 
se rompre, le joint de clef s'ouvre encore à l'intrados-, un des 

Fig. 2. 




joints intermédiaires entre la clef et les naissances (ainsi que son 
symétrique) s'ouvre vers l'extrados et les joints des naissances 
s'ouvrent vers l'intrados {fig* 3, p. i3). 

Les joints intermédiaires qui s'ouvrent ainsi se nomment les 
joints de rupture. 

La portion de voûte comprise entre les deux joints de rupture 
s'abaisse, en chassant vers le dehors les parties extrêmes. 

Lorsque cet efl'et est sur le point de se produire, le polygone 
des pressions passe au tiers extérieur delà clef et au tiers intérieur 
des joints de rupture. 



(*) Nous appelons tiers extérieur d'un joint le point situé au tiers de la lon- 
gueur du joint à partir de l'extrados; tiers intérieur, le point situé au tiers de 
la longueur du joint à partir de l'intrados; tiers moyen de la voûte, la partie 
formée par les tiers moyens des joints. 
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Nous verrons que celte double condition suffit pour déterminer 
tout à la fois le polygone des pressions et la position des joints de 
rupture. 

Fig. 3. 




3** Dans une voûte en ogive (Jig^ 4)> le joint de la clef tend à 
s^ouvrir vers l'extrados au sommet; la voûte tend en même temps 
à s'ouvrir vers l'intrados dans deux joints voisins du sommet, puis 
vers l'extrados un peu plus bas. Les parties comprises entre les 

Fig. 4. 




deux joints de rupture a et 6 qui se produisent sur chaque moitié 
de la voûte tombent vers l'intérieur en chassant les parties infé- 
rieures de la voûte vers le dehors et obligeant les parties supé- 
rieures à tourner autour des arêtes extérieures des joints de rupture 
qui les limitent. 

Ce mouvement peut se produire dans deux cas : 

1® Si le polygone des pressions passant au tiers intérieur du 
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joint de clef et au tiers extérieur de quelque autre joint qui sera 
le joint de rupture a (nous verrons que ce polygone ainsi que le 
joint a est parfaitement défini) sort du tiers moyen de la voûte 
quelque part vers b ; 

2** Si le polygone des pressions passant au tiers intérieur de 
quelque autre joint qui sera le joint de rupture b (ce polygone et 
ce joint seront définis) sort du tiers moyen de la voûte quelque 
part vers a. 

Donc, pour que le mouvement ne puisse pas se produire y il 
faut que chacun de ces deux polygones reste partout dans le tiers 
moyen de la voûte. 

4" Dans ce qui précède, nous ne nous sommes occupé que des 
ruptures par ouvertures de joints. Les ruptures par glissement 
sont beaucoup plus rares. 

Elles ne peuvent se réaliser que si, en même temps^ il y ^^ 
ouverture de certains joints. 

Considérons, par exemple, une voûte exceptionnellement 
chargée vers son sommet. 

Fig. 5. 




Ce n'est guère que dans ce cas qu'on peut craindre que la 
partie supérieure aba'bf {fig^ 5) glisse le long de deux joints, 
tels que a6, a' 6'. 

Mais, en s'enfonçant comme un coin entre ces joints, elle obligera 
les parties inférieures à se mouvoir vers le dehors, soit en tournant 
au tour des arêtes extérieures des naissances, soit, plus difficilement ^ 
en glissant elles-mêmes sur les joints de naissance. 

Lorsque le premier cas est sur le point de se produire, le polv- 
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gone des pressions passant par les tiers extérieurs des joints de 
naissance devra rencontrer un autre joint (et son symétrique) sous 
un angle donné, à savoir l'angle de frottement. 

Nous verrons que ce polygone, ainsi que le joint rencontré sous 
cet angle, sont déterminés. Dans le second, le polygone des pres- 
sions est aussi déterminé, étant assujetti à rencontrer le joint de 
naissance et un autre joint (ainsi que leurs symétriques) sous 
l'angle de frottement. 

§ 558. 

SOLUnOH DES PROBLÈMES OtUE SOULÈVE L*APPUGÂTIOH DU PBIHCIPE DE 
l'ÉftUILIBBE-LIHITE. — En résumé, l'application du principe précé- 
dent exige qu'on fasse le tracé d'un ou de deux polygones funicu- 
laires satisfaisant à des conditions données, conditions variables 
suivant la nature de la voûte. 

a. Voûte en arc de cercle. — On doit tracer le polygone des pres- 
sions ou polygone funiculaire des charges données assujetti à 
passer (^fig* 6) par le tiers extérieur ^o du joint de clef et le 
tiers intérieur a du joint des naissances. 

Fig. 6. 




Soit po^ le polygone de ces forces. (Nous reviendrons sur le 
détail des opérations). Sur l'horizontale Po? on prendra un point 
arbitraire et l'on tracera le polygone funiculaire correspondant (il 
n'est pas tracé). A l'aide de ce polygone, on trouvera la résiil- 
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tante P des charges. On joindra le point d'intersection s de l'ho- 
rizontale ^0 et de P au point a. Les lignes ^o^ ^t 5a sont les 
côtés extrêmes du polygone cherché. 

On en aura donc le pôle O en menant bO parallèle à as. 

Le polygone funiculaire de pôle O tracé, on aura à vérifier s'il 
tient partout dans le tiers moyen de la voûte, s'il ne rencontre 
aucun joint sous un angle de plus de 20** et enfin si la pression par 
unité de surface n'est dépassée nulle part. 

Si ces conditions sont remplies, la stabilité de la voûte est 
assurée ; sinon on a trois moyens de la modifier entre lesquels on 
choisira suivant les cas : 

1^ Décharger certaines parties de la voûte par des évidemenls 
dans les tympans ; 

2^ Au contraire, la charger sur certains points; 

3^ Augmenter l'épaisseur de la voûte sur certains points. 

b. Voûtes en plein cintre; anse de panier, ellipse et similaires. — 
Soient (Jig. 7), aoPo? «iPi, «aPa, «3^3, d^^^, cls^ les joints 
réels ou fictifs de la voûte. 

Fig. 7. 




Nous supposerons qu'on la divise en cinq voussoirs. Dans la 
pratique, il convient naturellement d'employer un plus grand 
nombre de divisions. Divisons ces joints en trois parties, de ma- 
nière à former le tiers moyen de la voûte compris entre les poly- 
gones aottitta, .. ., poPi p2, 

On doit ici construire un polygone funiculaire des charges agis- 
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santés passant par le tiers extérieur ^o àe la clef, par le tiers 
extérieur ^5 à la naissance et ayant le côté passant par ^0 Iiori- 
zontal. 

On peut procéder comme dans le cas précédent. Le polygone 
obtenu doit être contenu tout entier dans le tiers moyen de la 
voûte. Vers les côtés ou reins de la voûte, il y aura un joint tel 
que as jîs où ce polygone se rapprochera de Tintrados plus que 
partout ailleurs. C'est ce joint (que lepolygone tracé fait connaître) 
qui est le joint de rupture, parce que c'est dans ses environs que 
la voûte a le plus de tendance à s'ouvrir vers l'intrados. 

On peut encore procéder autrement, en considérant un second 
mode d'équilibre-limite résultant précisément de l'existence du 
joint de rupture. 

On peut se proposer de tracer un polygone funiculaire passant : 
1° au tiers extérieur ^o du joint de clef; 2** au tiers intérieur d'un 
autre joint inconnu (joint de rupture); 3° ne sortant pas du tiers 
intérieur de la voûte. 

A cet effet, soit pob le polygone des charges données. Sur l'ho- 
rizontale ^0? prenons un pôle (non marqué) arbitraire et concevons 
qu'on trace un premier polygone funiculaire quelconque. A l'aide 
de ce polygone, on détermine les résultantes partielles des forces 
agissant sur les deux premiers voussoirs à partir du sommet, sur 
les trois premiers et ainsi de suite. 

Soient 1 la ligne d'action de la charge qui pèse sur le premier 
voussoir; (1.2) la résultante de celles qui agissent sur les deux 
premiers voussoirs; (1.2.3) la résultante de celles qui agissent sur 
les trois premiers voussoirs, et ainsi de suite. 

Prolongeons leurs lignes d'action jusqu'à l'horizontale P© ^^ ^i? 

*2 j ^8? • • • • 

Joignons StOLi, S20L2f Szols, ...; SiOL^ serait la pression exercée 
sur le joint a< si le polygone des pressions était assujetti à passer 
par le point a, ; S2<^2 serait la pression sur le joint a2 si le polygone 
des pressions était assujetti à passer par le point aa^ ^30^3^ la pres- 
sion sur le joint a^ si le polygone des pressions était assujetti à 
passer par le point as, et ainsi de suite. 

Dans le premier cas, s^ ai serait donc un des côtés du polygone 
des pressions; cela ne peut pas être, puisque cette ligne prolongée 
sort du tiers moyen de la voûte; dans le second cas, S2OL2 serait un 
ÏV. 2 
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des côtés du polygone des pressions^ cela ne peut pas être par la 
même raison. Dans le troisième cas, 53 as ferait partie du poljgone 
des pressions, ce qui est admissible, puisque la ligne s^a^ est à 
rinlérieur du tiers moyen de la voûte des deux côtés du point a.^. 

Donc le polygone des pressions répondant à réquilibre-Iimite 
que Ton considère ici est celui qui passe par le point ^q ^^ '^ point 
aj. Le joint aj est donc le joint de rupture et, pour avoir le pôle 
O du poljgone des pressions, il suffît de mener par le point 3.4 
du polygone des forces une parallèle à 53 as. 

C^est le polygone ainsi obtenu qui doit satisfaire aux conditions 
de stabilité et, s'il n'y satisfait pas, on modifiera la voûte comme 
nous Tavons dit à Talinéa précédent. 

c. Voûtes en ogive. — Supposons {fig* 8, p. 19) qu'il s'agisse 
d'une voûte en ogive. On commencera toujours par en marquer le 
tiers moyen à l'aide des deux polygones désignés respectivement 
par les lettres a/ et ^i. 

On a, cette fois (§ 557), à tracer deux polygones des pressions 
distincts devant chacun satisfaire aux conditions de stabilité : ils 
partent l'un et l'autre du point ao et l'un d'eux doit passer par 
Tun des sommets a/ sans sortir du tiers moyen de la voûte; 
Tautre doit de même passer par l'un des sommets ^i sans sortir de 
ce tiers moyen. 

Le premier se tracera exactement comme il vient d'être dit pour 
les voûtes en anse de panier, sauf que le point de départ est en olq 
et non en ^0 ^^ q^^ l'horizontale ao remplace dans les construc- 
tions celle ^0* 

On trouvera ainsi et ce premier polygone et le sommet a/ par où 
il passe et qui constitue l'un des deux joints de rupture existant 
sur chaque moitié de l'ogive. 

L'autre polygone se trace par une méthode pareille. 

11 y a toutefois, à ce sujet, une remarque à faire. D'abord le 
joint de rupture par le tiers extérieur duquel passe ce second po- 
lygone n'est pas éloigné du sommet, et il se trouve rapidement. 

Soit ao l'horizontale du point ao. En appliquant le procédé in- 
diqué pour l'anse de panier, soit, par exemple, S2 le point où la 
charge totale agissant sur les deux premiers voussoirs coupe la 
poussée, c'est-à-dire riiorizonlale ao, de sorte que, si c'était le 
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joint 0,2^2 qui fûl joint de rupture, la pression sur ce joint 

serait 52^2* On trouvera de même que, si c'était as^s, la pression 

sur ce joint serait 53 ^s* 

Fig. R. 




s 



Admettons que, pour deux joints consécutifs, par exemple 
ceux aa^s et a3^3, on trouve ainsi deux lignes ^2^2) ^3^3 dont la 
première sort du tiers moyen de Ja voûte à gauche du joint auquel 
elle se rapporte, tandis que la seconde en sort à droite du joint 
qui lui correspond. 

Le joint de rupture se trouvera nécessairement entre les deux 
joints qui satisfont à cette condition. On supposera donc un joint 
intermédiaire, tel que a^, qu'on pourra placer à vue, et c'est par le 
point P que devra passer le polygone des pressions. 

La pression sur le joint a^ sera une ligne, telle que '^2^'{i^ qu'on 
obtient en prenant le point d^intcrsection s de la charge totale 
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agissant entre aoPo et a^ avec Thorizontale de ao et joignant ce 
point à ^. 

SI le joint a^ a été pris assez près de oi2^2y la ligne YaPï» ^^^' 
tira, mais très peu, du tiers moyen vers la gauche. 

Portons, sur le polygone des forces, une longueur OqS repré- 
sentant la charge comprise entre a^ et aoPo* 

Parle point 8, menons une parallèle à Ya^Ys; nous aurons le 
pôle O du polygone des pressions cherché. On voit que, si Ton 
traçait ce polygone, la partie à droite de a^ serait dans le tiers 
moyen; immédiatement à gauche de a^, le côté Pys sort bien 
un peu de ce tiers moyen, mais on voit que le côté suivant y ren- 
trera et, pour que la voûte soit stable, il faut que le polygone n'en 
sorte plus ailleurs. 

Le fait qu'il en sort un peu, près de a^, est sans inconvénient. 

Si, au lieu d'un nombre limité de joints, on supposait des joints 
fictifs continus, ce qui remplacerait tous les polygones par des 
courbes, on trouverait, pour la courbe des pressions cherchée, une 
ligne qui serait tangente en un point voisin de ^ à la courbe ^o? 
et qui, par suite, ne sortirait pas du tiers moyen. On voit donc 
que, si le polygone considéré en sort légèrement, cela tient à ce 
qu'aux courbes on substitue, pour les besoins graphiques, des po- 
lygones et il n'y a là aucune difficulté et aucun inconvénient. 

Il peut aussi arriver que, pour un joint a^, on trouve u^e pres- 
sion Ya^ en supposant que le polygone des pressions passe en P; 
puis pour le joint suivant, que je suppose être 0*^4, on trouve, 
si le polygone des pressions passe en ^4, une pression représentée 
par une \igne pq située tout entière hors du tiers moyen; le joint 
suivant ^saj, si l'on supposait que le polygone des pressions passe 
en Ps, supporterait alors une pression représentée par une ligne 
telle que pr. 

Dans ce cas, le joint de rupture serait celui de ol^ ^4 et la ligne pq 
ferait partie du véritable polygone des pressions qu'on cherche. 
Le pôle de ce polygone s'obtiendrait en menant par le point 4*5 
du polygone des forces une parallèle à pq. Ce côté pq serait un 
peu hors du tiers moyen; mais il n'en serait ainsi d'aucun des 
deux côtés contigus et il suffirait de vérifier que le reste du poly- 
gone se loge tout entier dans le tiers moyen. 
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§559. 



CAS mCEPTIOnnîL ou L'ON BEDOUTE des AUSSEIIEIITS. — Si une voûte 
est exceptionnellement chargée vers le sommet, on peut, comme 
nous l'avons vu, craindre un glissement le long d'un joint ab 
{fis* 9) ^^ ^^^ symétrique. 



Fiff- 9- 




Alors le joint de naissance tend à s'ouvrir à l'intrados et le po- 
lygone des pressions-limites doit : 1° passer par le tiers extérieur ^n. 
du joint de naissance; 2° couper le joint de rupture inconnu ab 
sous l'angle complémentaire de celui du frottement <p. 

Prenons un joint quelconque ab (on se bornera à les prendre 
dans le voisinage de ceux sur lesquels on supposera que le glisse- 
ment est à redouter); menons une droite R faisant avec ab un 
angle complémentaire de l'angle du frottement (en général, un 
angle de 90° — i5"= 75"). 

Soit, sur le polygone des forces, a 8 la charge totale agissant 
cBtre ab et le sommet de la voûte. Par le point 8 menons une pa- 
rallèle à R; nous aurons le pôle O commun à tous les polygones 
funiculaires assujettis à rencontrer le joint ab, sous l'angle 
indiqué. 
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Faisons la même construction pour plusieurs joints, nous aurons 
ainsi divers points O. Soient O' et O^' les positions extrêmes de 
ces points. On construira les deux polygones funiculaires de 
pôles O' et O", en prenant le point p,^ comme point de départ, et 
tous deux devront se loger dans le tiers moyen de la voûte, sinon 
il faut la modifier. 

Si Ton craignait aux naissances non une rotation, mais un glis- 
sement, par l'extrémité b^ du polygone des forces on mènerait 
une droite b^O^ faisant avec le joint de naissance un angle com- 
plémentaire de Tangle de frottement, ce qui donnerait le pôle O2 
de tous les polygones des pressions compatibles avec ce glisse- 
ment. Tous ces polygones seraient donc identiques et il suffirait 
d'en construire un et de voir si, en le déplaçant d'un mouvement 
de translation parallèle au joint de naissance, on pourrait lui 
trouver une position où il fût logé tout entier dans le tiers moyen 
de la voûte. Sinon, on aurait à la modifier. 

§560. 

CAS DE CHABftES DISSTMÉTRiaUES. — Ces principes s'étendraient 
facilement à des charges dissymétriques. On aurait, pour des 
voûtes en arc de cercle, à tracer un polygone funiculaire par les 
trois conditions de toucher les joints de naissance aux tiers inté- 
rieurs et de toucher un autre joint en son tiers extérieur. 

Ce joint se déterminera par des considérations pareilles à celles 
que fournissent les joints de rupture des voûtes en anse de panier 
et en ogive. 

S'il s'agit de voûtes en anse de panier, ellipse, etc., on peut ra- 
mener le problème à celui d'un arc de cercle en admettant qu'à 
partir des naissances jusqu'au joint incliné à 3o** la voûte se tient 
d'elle-même et fait en quelque sorte partie du pied-droit, et en 
regardant le surplus comme un arc de cercle. Cetle considération, 
préconisée par M. l'Inspecteur général des Ponts et Chaussées 
Kleitz, permet aussi, si on le veut, de simplifier pour les anses de 
panier la solution ci-dessus exposée dans le cas des charges sy- 
métriques. 
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§561. 

CULÉES ET PILES. — Ayant tracé le polygone des pressions le plus 
défavorable dans une voûte, on le prolongera dans l'intérieur de la 
culée. 

A cet eflet, il suffira de diviser celle-ci en un certain nombre 
de parties par des plans horizontaux, de porter les poids de ces 
parties à la suite du polygone des forces relatif aux charges agis- 
sant sur la voûte et de tracer les rayons polaires correspondants. 

Le prolongement de ce polygone devra être contenu dans le 
tiers moyen de la culée et satisfaire aux deux autres conditions de 
stabilité (§552). 

Une pile, c'est-à-dire un support commun à deux arches : 

i^ Si les arches sont égales, ne supporte qu'une charge verticale 
égale au poids total d'une arche, les poussées des deux arches 
étant égales et opposées. Il suffit donc de vérifier que la pression 
maxima par unité de surface n'y dépasse pas la valeur qui convient 
aux matériaux employés ; 

a^ Si les arches sont inégales, la pile supporte une pression 
oblique égale à la résultante de celles que les deux arches qu'elle 
supporte exercent sur elles. On devra toutefois combiner la plus 
forte pression possible de la grande voûte avec la plus faible de la 
petite, afin d'envisager les conditions les plus défavorables pos- 
sibles. 

On composera cette force avec les poids des parties ou assises 
en lesquelles on subdivise la pile, ce qui donne le polygone des 
pressions que subissent les bases de ces assises, et il faut que ce 
polygone soit placé dans le tiers moyen de la pile et satisfasse aux 
deux autres conditions de stabilité du § 552. 

Même dans le cas d'arches égales, si elles peuvent produire, 
suivant les circonstances (de surcharge), des poussées inégales, on 
devra construire les piles selon ce môme principe. 
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§ 562. 

DiROftATION A LA BË6LE DU TIERS HOTEN* — H peut arriver que la 
règle prescrivant de loger rigoureusement la courbe des pressions 
dans le tiers moyen des voûtes et culées conduise à des dimensions 
trop fortes. Dans ce cas, comme aussi si l'on veut établir des ou- 
vrages sveltes et que, par suite, on emploie des mortiers de très 
bonne qualité, on pourra se contenter de loger les courbes des 
pressions dans la moitié moyenne des joints au lieu du tiers moyen \ 
on devra alors vérifier avec soin que la pression maxima par unité 
(le surface qu'on s'impose n'est nulle part dépassée (§ 553). 

M. KJeitz admet même en principe les règles suivantes pour 
les points par lesquels doit passer la courbe des pressions à em- 
ployer : 

a. Voûtes en arc de cercle. — A la clef, elle doit passer au tiers 
extérieur du joint; aux naissances, au quart s'il s'agit de petites, 
au cinquième s'il s'agit de grandes voûtes du joint à partir de l'in- 
trados. 

b. Voûtes en anse de panier. — On les assimile à des voûtes en 
arcs de cercles limitées aux joints inclinés à 3o^. 

§ 563. 

DOniES PRATiaUES BELATI?ES AUX VOUTES. — Nous extrayons les 
données qui suivent de la troisième édition du Cours de Mécanique 
appliquée aux constructions de M. Edouard Collignon (* ). 

a. Voûtes en plein cintre. — « L'intrados est en plein cintre lors- 
qu'il dessine une demi-circonférence. Le rayon ou le diamètre du 
cercle est donné; les inconnues principales à déterminer sont l'é- 
paisseur à la clef, et l'épaisseur au pied-droit. 

L'épaisseur à la clef, d'après Perronnet, est exprimable par une 
fonction linéaire du rayon du plein cintre; la formule de Per- 



(*) Première Partie, p. 588, § 325. 
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ronnet, traduite en mesures métriques, est à peu près la suivante 



e = —= -4-0,33. 
i5 



r est, en mètres, le rayon du plein cintre, e est, en mètres, l'é- 
paisseur à la clef. 

Cette formule est incomplète; car elle ne contient pas de terme 
variable avec la surcharge de la voûte, éléments dont on ne peut 
pas négliger Tinfluence. On trouve dans les ouvrages de Sganzin 
une Table des voûtes en plein cintre, pour des surcharges comme 
celles qui conviennent aux ponts pour route; on suppose les 
reins de la voûte remplis jusqu'au niveau de l'extrados à la clef, et 
par-dessus une voie charretière, formée d'un pavage de o*",4o 
(l'épaisseur. Voici cette Table : 

Pleins cintres ( * ). 



DIAMÈTRE 


ÉPAISSEUR 




ÉPAISSEUR DES CULÉES, 

la hauteur des pieds-droits étant de 




de 
l'areho. 


à 

la clef. 


0». 






3-. 








1». 


2-. 


4-. 


G». 


8-. 


m 

I 


m 
0,36 


m 
0,40 


m 
5o 


m 
0,60 


m 
0,65 


m 
0,70 


m 
0,75 


m 
0,80 


a 


0,40 


0,45 


0,70 


0,80 


0,85 


0,95 


1,00 


1,10 


3 


0,43 


o,5o 


0,80 


0,95 


i,o5 


i,x5 


i,a5 


1,35 


4 


0,46 


0,60 


0,90 


1,10 


i,ao 


i,3o 


1,40 


i,5o 


5 


o,5o 


0,65 


1,00 


i,ao 


i,3o 


•,45 


1,55 


1,70 


6 


0|53 


0,75 


1,10 


i,3o 


1,45 


1,60 


1,75 


1,90 


7 


0,56 


0,85 


i,ao 


i,4o 


1,60 


1,75 


«,90 


a, 10 


8 


0,60 


0,95 


i,3o 


i,5o 


1,70 


1,85 


a, 10 


a,a5 


9 


0,63 


i,o5 


i,4o 


1,60 


1,85 


a, 00 


a,a5 


a, 40 


10 


0,67 


i,ao 


i,5o 


1,75 


a, 00 


a,i5 


a, 40 


a, 60 


la 


0,74 


i,4o 


1,75 


a, 00 


a,ao 


a, 40 


a, 63 


3,90 


i5 


0,84 


1,75 


a, 10 


a,3o 


a, 60 


a, 80 


3,i5 


3,40 


ao 


i,o4 


3,3o 


a, 65 


a, 80 


3,10 


3,35 


3,65 


4,00 


3o 


1,35 


3,a5 


3,55 


3,80 


4,10 


4,40 


4,80 


5,ao 


40 


1,69 


4,ao 


4,5o 


4,80 


5,10 


5,40 


5,80 


6yao 


5o 


a, 06 


5,i5 


5,4o 


5,80 


6,10 


6,4o 


6,80 


7,ao 



(') Lorsque la voûte est construite en maçonnerie de ciment, on peut réduire 
d'un tiers les épaisseurs à la clef donnée par cetle Table ou par la formule de 
Pcrronnet. 
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b. Ponts pour chemins de fer. — Les ponts en dessus pour che- 
mins de fer sont dans d'autres conditions, et ces Tables ne peuvent 
suffire. Le remblai qui pèse sur la voûte peut être très élevé, et 
s'il y a peu de hauteur entre la voie et l'extrados, on cherche, en 
général, à introduire entre ces deux niveaux un matelas de terras- 
sement assez épais pour amortir, pendant le passage des trains, les 
ébranlements qui seraient nuisibles à la conservation des maçon- 
neries. Pour les voûtes très chargées, l'emploi de la courbe des 
pressions paraît donc indispensable. 

On se servait, il y a quelques années, en Allemagne et en 
Russie, des formules suivantes, où entre la hauteur de la surcharge 
en terre au-dessus de l'extrados. Ces formules s'appliquent aux 
pleins cintres et aux voûtes en ellipse ou en anse de panier. 

Soient 

D l'ouverture libre, ou portée de la voûte ; 

/ la flèche ou montée, égale à — dans les voûtes en plein cintre; 

e l'épaisseur à la clef; 

H la hauteur du pied-droit, entre la fondation et les naissances; 
R la hauteur de la surcharge de terre au-dessus de l'extrados à la 
clef; 

r le rayon de Tintrados, égal à /* ou à — dans les pleins cintres, 

égal, dans les ellipses, au rayon de courbure au sommet; 
Y l'épaisseur de la culée ou pied-droit. 

On calculera e et Y, qui sont les inconnues, par les formules 

r R 

e = o°»,43 H h ■=-) 

m o e t> /3D— /\ H R 

Y =^ o"»,3o5 -h ~ ( -^^ f -+- r -^ - • 

8 \ D 4-/ / 6 la 

Lorsque la voûte est en plein cintre, Y devient égal à 

G"», 3o5 -h -^ D -+- ^ H -H — R. 

L'extrados des voûtes en plein cintre peut se tracer comme il 
suit. 
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ACB le plein cintre; 

A6 le plan de naissance ; 

AE la hauteur des pieds-droils. 

La formule donne l'épaisseur CD à la clef et Tépaisseur EF de 
la culée. 

Fig. 10. 



fi 
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Par le centre O de l'intrados, menons une droite OH faisant 
avec Thorizon un angle de 3o^ ; à partir du point G où cette droite 
rencontre Tintrados, prenons GH = DC x 2; puis faisons passer 
par le point D un arc de cercle ayant son centre L sur la verticale 
GO, et passant par le point H. Prolongeons cet arc par une tan- 
gente en H jusqu'à la rencontre de la verticale FK, qui représente 
la face postérieure de la culée. La ligne DHK sera l'extrados. 

On a aussi les formules 



et 



surf. HGGD = - (i ,3i7 er -h o,8o6««) 

^9 



Tur surf. HGCD 
arc HD = — — 1 > 

o r 



qui simplifient le métré de la voûte. 

La solution qu'on vient d'indiquer conduit à donner à la voiite 
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une épaisseur croissante de la clef aux naissances^ et au pied-droit 
une épaisseur constante. Tous les constructeurs ne sont pas d^ac- 
cord sur ce sujet; les uns veulent que la voûte reçoive partout la 
même épaisseur, comme l'archivolte d'une arcade; d'autres font 
varier l'épaisseur du pied-droit aux diverses assises, en donnant à 
la maçonnerie des retraites successives de la base au sommet. 

La théorie est trop imparfaite pour décider laquelle est la 
meilleure de toutes ces solutions. 

Les formules précédentes donnent des épaisseurs très fortes; 
Tusage des constructeurs français n'est pas aujourd'hui de sur- 
charger ainsi les voûtes, en augmentant inutilement leur poids 
propre. 

On peut se proposer de tracer l'extrados d'une voûte dont l'in- 
trados est donné, de manière qu'il y ait coïncidence exacte entre 
les courbes des pressions que l'on obtient en considérant succes- 
sivement la voûte avec ou sans sa surcharge. S'il en est ainsi, 
l'addition de la surcharge n'aura d'autre effet que d'augmenter, 
dans chaque section, les pressions dans un même rapport, et la dé- 
formation de la voûte n'en sera pas sensiblement modifiée. On ré- 
sout facilement ce problème quand on admet le partage de la 
voûte par des plans verticaux ; il suffit en effet de prendre pour 
extrados une ligne qui divise dans un même rapport les portions 
de verticale comprises entre la courbe d'intrados et la ligne limi- 
tative de la surcharge, supposée ramenée au même poids spéci- 
fique que les matériaux de la voûte. On peut passer alors de la 
voûte chargée à la voûte sans surcharge par une simple réduction 
du poids spécifique attribué aux matériaux. La poussée à la clef et 
toutes les pressions subissent une réduction proportionnelle. 

c. Voûtes en arc de cercle. — On donne eu général aux voûtes en 
arc de cercle une flèche qui varie du huitième au douzième de 
l'ouverture; très souvent elle est du dixième. 

Les formules que nous avons données pour le plein cintre s'ap- 
pliquent aux arcs de cercle. Le rayon r de l'arc se déduit de Pou- 
vcrlure D et de la montée f. 

On a en effet 

4 



d'où l'on tire 
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Si l'arc est surbaissé au dixième, 



15 D, 

10 



d. Voûtes en ellipse on en anse de panier. — Soient encore / la 
montée, D Touverture; si l'on appelles: et^ les coordonnées d'un 
point quelconque de l'ellipse, rapportée à son centre et à ses axes, 
on aura entre ^ et^la relation 



If! 



yl 



" = f 



qui permet de construire la courbe par points. 

En général, on prend / égal au tiers de D, et alors on peut se 
servir de la Table qui suit pour déterminer l'épaisseur des pieds- 
droits, les conditions de charge de la voûte étant les mêmes que 
celles qui ont été indiquées dans le cas des voûtes en plein cintre. 









] 


ÉPAISSEUR DES CULÉES Y, 






PORTEE 


EPAISSEUR 




pieds-droits étant de la 


hauteur H des 




de 
rarcbe D. 


à 

la clef e. 
















1-. 


2-. 


3». 


4-. 


5-. 


6». 


8-. 


m 

I 


m 
0,38 


m 
0,65 


m 
0,75 


m 
0,80 


m 
0,85 


m 
0,90 


m 
0,95 


m 
1,00 


2 


0,43 


0,90 


i,o5 


1,10 


i,i5 


1,20 


1,25 


1,35 


3 


o,5o 


1,10 


1,35 


1,45 


],5o 


1,60 


1,65 


1,70 


4 


0,56 


1,35 


1,65 


1,80 


1,90 


',95 


2,00 


2,10 


5 


o,6i ' 


1,55 


1,85 


2,00 


2,10 


2,20 


2,3o 


2,40 


6 


0,66 


1,65 


1,95 


2,l5 


2,3o 


2,45 


2,55 


2,70 


7 


0,70 


1,75 


2,o5 


2,35 


2,5o 


2,65 


2,75 


3,00 


8 


0,74 


1,85 


2,25 


2,5o 


2,70 


2,85 


3,00 


3,3o 


9 


o»79 


1,95 


2,40 


2,70 


2,90 


3,i3 


3,25 


3,5o 


10 


0,84 


2,10 


2,5o 


2,80 


3,o5 


3,20 


3,40 


3,70 


12 


0,95 


2,3o 


2,80 


3,i5 


3,40 


3,65 


3,80 


4,00 


i5 


1,10 


2,60 


3,i5 


3,5o 


3,90 


4,10 


4,3o 


4,60 


ao 


1,35 


3,20 


3,80 


4,20 


4,5o 


4,80 


5,00 


5,3o 


3o 


1,85 


4,40 


5,00 


5,40 


5,70 


6,10 


6,40 


6,70 


4o 


2,35 


5,5o 


6,20 


6,60 


6,90 


7»5o 


7»8o 


8,40 


5o 

i . 


2,85 


6,70 


7>4o 


7,80 


8,20 


8,80 


9,20 


9,60 
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Pour appliquer les formules générales relatives aux ponts pour 
chemins de fer, il faudrait prendre pour /* la valeur du rayon de 
courbure de Tellipse à la clef, c'est-à-dire 



'' = 47' 
et lorsque Tellipse est surbaissée au tiers 

Les courbes en anse de panier sont des imitations d'ellipse au 
moyen d'une série d'arcs de cercle qui se raccordent l'un à l'autre. 
Le calcul de leurs dimensions se fait au moyen des mêmes for- 
mules et des mêmes Tables. 

e. Voûtes en plate-bande. — La plate-bande ne s'emploie que 
pour recouvrir un espace vide de petite dimension, comme une 
fenêtre. 11 est impossible de tracer les joints perpendiculairement 
à l'intrados; l'usage est de les faire converger vers un point pris 
arbitrairement sur l'axe de la voûte. 



§ 564. 

EMPLOI DE JOIHTS FICTIFS YERTIGAUX. — La détermination des 
charges des différents voussoirs est une opération préliminaire au 
tracé du polygone des pressions qui présente une certaine lon- 
gueur. S'il s'agit d'un voussoir abcd {Jig* 1 1, p. 3i) avec sa sur- 
charge cddd ^ il faut déterminer : 

i" Le centre de gravité g du trapèze cdd d' ; 

a° Celui g^ du voussoir a6c6{; 

S"" Ramener les aires de ces deux quadrilatères à celles de tri- 
angles à base commune (§ 15) ; 

4" Réduire la hauteur du triangle représentatif de cdd d^ dans 
le rapport du poids spécifique du remblai à celui de la maçonnerie ; 

5' Composer des forces proportionnelles aux longueurs défi- 
nitives qui représentent les poids du voussoir et de sa surcharge el 
appliquées aux centres de gravité trouvés g et g^. 
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On peut réduire ces opérations à peu de chose par la remarque 
suivante : prolongeons les verticales de et 6f'é/ jusqu'à l'intrados 
en a et V et considérons, par exemple, le triangle 66' rf. 

Fig. II. 




La portion de voûte projetée suivant, ce triangle doit être en 
équilibre sous Faction : 

i" De la pression sur le joint dh exercée de la droite vers la 
g^auche ; 

a** De la pression exercée sur le joint fictif vertical dU de la 
gauche vers la droite ; 

3** Du poids du petit massif dbV , 

Mais ce poids est négligeable devant les pressions. 

On peut donc dire que 'ce massif est sensiblement en équilibre 
sous Faction des pressions qui s'exercent sur ses deux faces laté- 
rales, ce qui exige que ces deux pressions soient sensiblement 
égales et opposées et, par suite, les pressions exercées de droite à 
gauche sur le joint rfè et sur le joint vertical db' sont sensiblement 
c'gales et de même sens, de sorte que, pratiquement, on peut rem- 
placer le premier joint par le second, au point de vue du tracé des 
polygones des pressions. 

Quand il s'agira ensuite de vérifier qu'il n'y a ni glissement, ni 
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pression trop forte par unité de surface, on considérera les joints 
normaux db. 

D'après cela, ayant une voûte quelconque, divisons (yî^. ii), 
la demi-portée OA — a en parties égales \ soit n le nombre des 

parties, en sorte que chacune d'elles ait une longueur - • 



Fig. II bis. 



K Ç K 




Les verticales des points de division déterminent des joints 
fictifs tels que a6, ab'. Les verticales équidistantes de celles-ci, 
telles que /?gr, sont les lignes d'action des charges que supportent 
les voussoirs fictifs aba' V* 

Réduisons les portions d'ordonnées pq comprises entre la sur- 
face qui limite le remblai et celle qui limite la maçonnerie dans le 
rapport du poids spécifique de la terre à celle de la maçonnerie. 

Nous aurons une ligne q\ q'q'n' 

Nous pouvons admettre que, suivant chaque verticale pq'^ agit 
une force égale au poids abb^a!Vb\ et que ce poids est sensible- 
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ment égal à 

n X pq X - j 

II étant le poids spécifique de la maçonnerie. 

Il est donc proportionnel à l'ordonnée pq' . 

Ainsi, il suffit d'appliquer suivant les verticales des points />, 
milieux des intervalles des premiers points de division, des forces 
représentées par les ordonnées correspondantes pq'. Ce sont ces 
ordonnées qu'il suffira de porter bout à bout pour former le poly- 
gone des forces données, ou ces ordonnées réduites dans un rap- 
port quelconque. 

Supposons qu'on les réduise dans le rapport \ \ m, c'est-à-dire 
qu'au lieu de la force 

F-^ n X - xpq' 
on porte sur le polygone des forces une longueur 

PI' 

■ ' ■ • 

m 

Alors, à chaque unité de longueur mesurée sur le polygone des 
forces (à l'échelle du dessin ou des longueurs) répond une force 

Ha X —y 
n 

unités de force. C'est là ce qui déCnira l'échelle des forces. 

§ 563. 

BiSUHÉ DES OPéRàTIONS A FAIRE POUR L'ÉTUDE D'UITE VOUTE. — Nous 
supposons une voûte en arc d'ellipse {PL JlLI) de 4o"' d'ou- 
verture, lo" de flèche, dont la moitié est représentée à l'échelle 

Les opérations successives à faire sont celles que nous allons 
indiquer : 

I" On tracera l'intrados. 

:2" On déterminera les épaisseurs à la clef et aux naissances, ou 
Iracera l'extrados et les culées. Nous supposons aux culées 6'" de 
IV. 3 
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hauteur. Nous donnons 3™ d'épaisseur à la clef et 7"' aux nais- 
sances. Cela est à peu près conforme aux indications du § o63. 

3° On divisera la demi-corde en un certain nombre de partie-i 
égales. Nous avons supposé 10 parties égales. Les points de divi- 
sion sont marqués par des croix. Les verticales de ces points do 
division ainsi que le milieu et l'extrémité de la corde déterminent 
les joints fictifs. On tracera donc les portions de ces verticales 
comprises entre Tintrados et Textrados. 

On divisera ces portions d'ordonnées en trois parties égales, ce 
qui donne à l'intérieur de la voûte les points marqués a/ et ^/, 
points qu'on relie de manière à obtenir les polygones qui limitent 
le tiers moyen de la voûte. 

4" On prendra les milieux des points de division marqués par 
des croix. Les verticales de ces points de division sont celles sui- 
vant lesquelles agissent les charges. On tracera donc les portions 
de ces nouvelles verticales comprises entre l'intrados et le dessus 
du remblai. 

Supposons que le poids spécifique de la maçonnerie soit de 24o<^^^ 
par mètre cube et celui du remblai de 1800, soit les f de celui de 
la maçonnerie. On prendra les |, à partir de l'extrados, de chacune 
des verticales tracées dans le remblai. On forme ainsi la ligne ^'7 : 
et la charge qui agit équivaut à une charge tout entière en maçon- 
nerie et limitée par celte ligne. 

Soient 

les verticales des charges, 

y 11 7î» J^3. ..., riO 

les longueurs des portions de verticales comprises entre l'intrados 
et la ligne g'(j', ces ordonnées étant mesurées à l'échelle du dessin, 
soit en centimètres. 

Ces ordonnées sont proportionnelles aux poids des voussoirs 
fictifs limités par les joints verticaux, et le poids du voussoir avec 
sa charge, dont le milieu répond à l'ordonnée jKi, est de 

2400 X — yi = 48ooyJ^ : 
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5** On formera le polygone des forces représentées par ces 
charges. 

Il suffit de porter les ordonnées yi réduites de façon à ne pas 
allonger outre mesure ce polygone. Nous les réduisons ici au —, 
de sorte que les longueurs 

1, 2, 3) 4* • ■ • • 10 

du polygone des forces sont 

y\ Xi y^ .rio 

, , , • • • » y 

lO 10 10 10 

et par suite, une longueur de o",oi sur le polygone des forces 

représente 

10 X 4800 = 48000*^» = 48 tonnes. 

Telle est Téchelle des forces. 

6° On prendra sur Fhorizontale du point ao, origine du polygone 
des forces, un pôle O et Ton tracera, en partant de G, le polygone 
funiculaire G/?o relatif à ce pôle. 

7° On prolongera le côté extrême /?o. 10© jusqu'à Thorizontale Ca 
en 0*1 o< La verticale de o-fo est la ligne d'action de la charge totale. 
On la prolongera jusqu'à sa rencontre en S\q avec l'horizontale du 
tiers extérieur Pq du joint du sommet et on la joindra au tiers inté- 
rieur du joint aïo des naissances. 

S'il s'agissait d'un arc de cercle, on aurait à construire un poly- 
gone des pressions passant par ^o ^^ ^lO) son dernier côté serait 
<5io^<o ^^t V^^ suite, en menant par l'extrémité du polygone des 
forces une parallèle à cette ligne jusqu'à l'horizontale «©O, on 
aurait le pôle de ce polygone. Ce polygone devrait être contenu 
dans le tiers moyen de la voûte, faute de quoi elle serait à modifier 
suivant les indications du § 558. 

8** S'il s'agit, comme ici, d'un arc d'ellipse, on prolongera, de 
même, les côtés IOq-Oq, 9o.8o, ... du polygone /?oC jusqu'à leurs 
rencontres en o-g, o-g, ... avec la corde de l'arc et, par des verticales, 
on reportera ces points en ^g, ^g, ... sur l'horizontale de po- On 
alignera une règle successivement suivant les points 59 et ag, s^ et 
a». ..., jusqu'à ce qu'on trouve une droite ^/a/ qui, de part et 
d'autre du point a/, soit dans le tiers intérieur de la voûte. Ce sera 
le joint de rupture. La ligne ^/a/ (ici s^ol^) sera un côté du polv- 
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g^one des pressions. On tracera le rayon polaire correspondant 
i.i-hi (ici 9.10), c'est-à-dire que, par le point qui sépare les 
côtés 9 et 10 du polygone des forces, on mène une parallèle à 
0L9S9 et l'on aura le pôle O' du polygone des pressions. Ce poly- 
gone devra tenir dans le tiers moyen de la voûte. Cela a lieu ici. 
Si cela n'avait pas lieu, il faudrait renforcer la voûte aux points 
faibles ou alléger la charge par des évidements, etc. 

9" Une fois assuré que le polygone tient dans le tiers moyen de 
la voûte, si l'on voulait s'assurer qu'il n'y a pas glissement, par les 
milieux des joints verticaux fictifs, on tracerait des joints normaux 
à l'intrados et l'on verrait si les côtés du polygone des pressions 
qui leur correspondent font partout avec leurs normales un angle 
inférieur à l'angle de glissement de i5° à 3o°, suivant les cas. 

10^ Si enfin on voulait connaître, en chaque joint, la pression 
maxima, il suffirait de prendre la longueur du rayon polaire r qui 
mesure la pression sur ce joint, de projeter ce rayon sur la normale 
au joint, ce qui donne une longueur que nous appellerons r„. 

Cette longueur r„ mesurée en centimètres représente, d'après 
l'échelle des forces, une force 

R,^ = 48000 X r)f. 

On mesurera la longueur e du joint et la distance ç du centre de 
pression de R« au milieu du joint. On devrait, par suite, avoir 
(§ 552), Pq étant la plus grande pression par centimètre carré, 
exprimée en kilogrammes, qu'on veut admettre, 

e \ e I ^ 

On peut donc voir si nulle part celte pression ne dépasse la 
limite admissible eu égard aux matériaux employés. 

1 1° Ayant tracé le polygone des pressions, on peut le prolonger 
jusqu'au pied de la culée en divisant celle-ci en un certain nombre 
(le parties par des lignes horizontales. 

Ici nous supposons deux parties séparées par l'horizontale al* 
des naissances. Nous remplaçons le trapèze acicd par celui aa' bb 
limité par la verticale bU du milieu de ce' et de même le trapèze 
(ica^Cx par le rectangle a^"a, 6|. 
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Le centre de gravité du trapèze aa'bt/ est sur la ligne moyenne 

Im et son aire est égale à 

Im X ab. 

II faut la réduire à la base commune des trapèzes précédemment 
considérés et ayant les lignes yi pour lignes moyennes; celle 

base est de 

20™ 

-^ — 2". 
10 

La hauteur correspondante sera 

, ab 
2 

Mesurant ab à l'échelle du dessin ou en centièmes, on trouve 

ab = 6, 

ab 

— =3. 
2 

Par suite, la hauteur à prendre à la place de Im est 

Im X 3. 

El comme nous avons réduit les yi au dixième de leur valeur, 
c'est aussi le dixième de cette grandeur qu'on portera sur le 
polygone des forces à la suite des forces qui y sont indiquées. 

De même le centre de gravité du rectangle aa^Vb^ est sur la 
verticale l\m^ de son milieu et son aire est égale à 

l\ m,\ X ab' . 

On réduira la hauteur /, m^ à 

- ab' I , ab' 

/i/ni X — X -- = /l'^i X — ' 
2 10 20 

pour la porter sur le polygone des forces. 

Appelons 1 1 et 1 2 les deux nouvelles forces ainsi obtenues : on 
mènera les rayons polaires correspondants et l'on prolongera le 
polygone funiculaire ou polygone des pressions jusqu'au pied de 
la culée. 

La pression sur a\ b^ doit faire avec la verticale un angle moindre 
que l'angle du frottement de la maçonnerie sur la fondation. Elle 
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doit autant que possible se trouver dans le tiers moyen de la base 
(2| Ci de la culée (certains ingénieurs admettent cependant la moitié 
moyenne et il y en a qui admettent que la résultante peut couper 
la base au j de sa longueur à partir de son extrémité), et la plus 
grande pression verticale obtenue comme pour un des joints de la 
voûte ne doit pas dépasser celle qu'on veut admettre suivant la 
résistance du sol sur lequel on s*appuie. 

Cette plus grande pression se détermine par la formule qui 
vient d'être rappelée. 

Les vérifications analogues peuvent être faites sur la section ac 
de la culée et généralement, si on Tavait divisée en plusieurs 
assises par des plans horizontaux, sur chacune des sections déter- 
minées par ces plans. 

§ 566. 

MÉTHODE DE IL DUBAHD-GLATE. — Nous terminerons par un exposé 
sommaire de la méthode de M. Durand-Claye pour les détails de 
laquelle nous renverrons aux articles publiés par cet ingénieur 
dans les Annales des Ponts et Chaussées en 1866 et 1867. 

Soit {fig> 12, p. 39) a^b^ab une portion de voûte comprise 
entre la clef a© 6© ^^ ^^ joint quelconque ab. Pour que la pression 
limite /7o, que peuvent supporter les matériaux employés, ne soit 
pas dépassée à la clef, il faut (§ 553) que l'extrémité de la ligne 
représentant la pression totale exercée sur ce joint tombe à l'inté- 
rieur d'une aire a^Oub^ que nous savons tracer. 

Pour qu'elle ne soit pas dépassée sur un joint quelconque afc, il 
faut que l'extrémité de la ligne représentant la composante nor- 
male de la pression exercée sur ce joint tombe à l'intérieur d'une 
aire analogue aOb, 

On peut combiner cette seconde condition avec la première, de 
façon à resserrer entre des limites plus étroites les poussées 
admissibles. 

Prenons en effet sur le joint ab un point quelconque h et 
menons l'ordonnée AH du contour a06. Si h est le centre de 
pression sur ab et si la pression R exercée sur ce joint atteint sa 
limite supérieure, la composante normale R/i de cette pression 
sera AH. Donc, si par le point H on mène une parallèle à ai, 
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rexlrémité de la ligne représentant la force R sera sur celte pa- 
rallèle. 

D'autre part, la force R peut s'obtenir en composant le poids P 
de la portion de voûte a^b^ab avec la poussée, laquelle est hori- 
zontale. 

Menons donc la verticale AP représentant à l'échelle des or- 
données des contours aOh eia^O^b^, c'est-à-dire, à l'échelle des 
forces, le poids P. 

Si, par le point P, on mène une horizontale, on aura un second 

Fig. 12. 




lieu de l'extrémité de la force R : cette extrémité se trouvera donc 
en R à l'intersection des deux lieux; par suite, si h est le centre 
de pression sur le joint ab, la pression limite sur ce joint sera 
représentée en grandeur, direction et sens par la ligne AR. 

Prolongeons-la jusqu'en G en son point de rencontre avec la 
verticale de la charge qui porte sur la portion a^b^ab de la voûte 
et menons l'horizontale GAq; h^ sera le point d'application de la 
poussée et AoH'^ = PR sera cette poussée. 

Pour diflerents points h pris sur la moitié aO du joint aè, on 
obtient ainsi une courbe p^tii lieu des points H'^, et si le point h 
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se déplace sur la nioilié 60 du joint a6, le lieu des points H'^ for- 
mera une seconde courbe r^iù. 

Il faut que Textrémité de la poussée soit comprise entre ces 
deux courbes pour que la pression Pq ne soit pas dépassée sur le 
joint ab. Et, comme elle doit déjà être comprise entre les courbes 
ao Oq et fco Oo pour que la pression ne soit pas dépassée sur le joint 
de la clef, il faudra, en définitive, qu'elle soit comprise dans le 
quadrilatère PoÇo^o^O' ] 

Mais le raisonnement que nous venons de faire pour le joint ab 
peut se répéter pour tous les joints. 

On aura, pour chacun, deux courbes telles que poÇo et r^s© 
entre lesquelles doit se trouver Textrémîté de la poussée. On aura 
donc finalement un quadrilatère, tel que/^o^o^o^o» aussi resserré 
que possible et tel que les poussées dont les extrémités tombent 
dans l'intérieur de ce quadrilatère soient les seules qui ne four- 
nissent partout que des pressions inférieures ou au plus égales à 
celle Pq que peut supporter sans danger la pierre employée. 

Si ce quadrilatère se réduisait à une ligne, c'est-à-dire si le côté 
r« Sq coïncidait avec poÇo, il n'y aurait que les poussées terminées 
à PoÇo admissibles; si r^So passait à gauche de Po^o» ^' ^J aurais 
aucune poussée admissible; il faudrait modifier la voûte. 

Si donc on trace : 

i" Le contour agOo^o pour le joint de clef; 

2° Les contours aOb pour différents joints ab; 

3° Les courbes poiOQ, /'o^o, déduites de celles aOb el que 
M. Durand-Claye appelle les déformées des premières, on saura 
s'il existe des poussées compatibles avec la résistance limite des 
matériaux employés et l'on aura toutes ces poussées. 

Or il est facile de démontrer que ces déformées sont composées 
d'arcs d'hyperboles du second degré. 

Les poussées limites au pourtour du quadrilatère PoÇo''oSo 
donnent la pression maxima /?© en un joint. 

Et, parmi elles, celles qui répondent aux quatre sommets de ce 
quadrilatère donnent cette pression maxima en deux joints. Ce 
sont donc les plus dangereuses, celles qui répondent à l'équilibre- 
liinite déduit de la condition d'une résistance limite des matériaux 
employés. 
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On devra vérifier si aucun de ces quatre polygones funiculaires 
repondant à ces poussées dangereuses ne peut donner lieu à glis- 
sement, c'est-à-dire ne coupe un joint sous un angle supérieur à 
celui du frottement. 

On voit que celte méthode est très sûre et très ingénieuse, et si 
Ton n'admet pas la condition du tiers moyen, elle est parfaitement 
rationnelle. 

§567. 

MÉTHODE DU fttlIÉRAL PEAUCCLLIER. — Une méthode un peu diffé- 
rente a été proposée par M. le Général Peaucellier en 1875, dans 
le n^ 24 du Mémorial de l'officier du Génie, 

M. Peaucellier laisse d'abord de côté la condition de la limite 
de résistance des matériaux; il commence par chercher toutes les 
poussées compatibles avec les conditions purement statiques du 
problème, c'est-à-dire avec : 

1° La condition qu'il n'y ait de glissement sur aucun joint; 
2** Celle que les centres de pression sur tous les joints soient à 
l'intérieur de la voûte. 

Ce n'est qu'ensuite qu'il cherche, parmi les poussées ainsi ol>- 
te nues, celles qui ne fournissent nulle part de pression par unité 
do surface supérieure à celle que l'on veut admettre. 

Pour plus de détails, nous renverrons à l'élégant Mémoire sus- 
mentionné de M. le Général Peaucellier. 
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CHAPITRE U. 

COUPOLES EX MAÇONNERIE. 

§568. 

ETPOTHÈSES ET PlOIGIPES. — Nous supposons dans la coupole une 
première série de joints fictifs continus et infiniment voisins les 
uns des autres, suivant les plans méridiens de la voûte et une 
deuxième série de joints également continus et infiniment voisins 
les uns des autres suivant les cônes de révolution normaux à Tin- 
trados. 

Nous faisons, de plus, abstraction de l'adhérence des mortiers^ 
en sorte que, dans tous ces joints, la voûte ne peut résister qu'à 
des compressions. 

.Ces hypothèses sont évidemment défavorables à la stabilité. 

§569. 

POm lEUTBE. — Soit i^fig' C, PI, XLIIl) A.0B0A/2B;, la section 
méridienne principale ou parallèle au plan de la figure. Nous 
[)Ouvons, comme nous l'avons déjà fait pour les coupoles métal- 
h'ques (IIP Partie), les charges étant supposées symétriquemeni 
distribuées autour de Taxe Oy de la voûte, nous borner à en 
considérer une portion comprise entre les deux plans méridiens 
OqJ'i, OqX2 symétriquement placés par rapport au méridien prin- 
cipal Oo^o 6t formant Pangle <iQ. 

Cette portion forme une voûte ordinaire ayant pour tètes les 
deux plans méridiens dont il vient d'être parlé. 

Elle diffère toutefois des voûtes en berceau considérées au Cha- 
pitre précédent : 

i*' Parce que les têtes n'en sont pas parallèles^ 
2** Parce que, sur ces têtes, s'exercent des pressions normales. 
Les pressions égales entre elles (par raison de symétrie) qui 
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s'exercent sur les deux faces latérales ou méridiennes d'un 
voussoir compris entre deux joints infiniment voisins se com- 
posent, comme nous l'avons d'ailleurs déjà vu (§ 539), en une 
force horizontale que nous appellerons ^'rfô, située dans le plan 
du méridien principal. 

Toutefois, il importe d'observer qu'ici ces actions ne s'exercent 
pas sur la totalité de la voûte en onglet que nous considérons. 

Nous avons vu en effet (§ 547) que, dans les surfaces métal- 
liques el par suite (§ 551) dans les coupoles métalliques, il existe 
en général un point où q' =, o\ qu'au-dessus de ce point, q' est 
une pression et, au-dessous, une tension. Pour les coupoles sphé- 
riques, métalliques et d'épaisseur constante soumises uniquement 
à leur propre poids, ce point est distant du sommet d'un arc d'en- 
viron 5i°49'' 

Convenons d'appeler ce point le point neutre, et le parallèle qui 
lui correspond le parallèle neutre. Ce parallèle n'est ni tendu 
ni comprimé. 

§570. 

C0UBBE8 DES PBE8SI0NS. LEUB DEGBÉ D'mDÉTEBHINATIOH. — Ici, à 
i'encontre de ce qui se passe pour les coupoles métalliques, les 
joints ne résistent pas à des tensions; il s'ensuit que la portion de 
la voûte située au-dessus du point neutre supporte seule les pres- 
sions horizontales q^ d^^ tandis que la portion inférieure ne sup- 
porte aucune action sur ses deux têtes et se trouve, sauf l'incli- 
naison de ses plans de tête, exactement dans le cas d'une voûte 
ordinaire. 

Il en résulte une tout autre répartition des pressions et, pour le 
point neutre, une position également autre que celle qui existerait 
dans une coupole métallique de même forme. Il faut déterminer 
la nouvelle position de ce point. 

La partie de la voûte comprise entre ce point et le joint de nais- 
sance ne supportant pas d'action sur ses têtes et étant, par suite, 
de tous points assimilable à une voûte en berceau ordinaire, sa 
courbe des pressions ne peut être qu'une courbe funiculaire des 
charges agissantes, tandis que la courbe des pressions de la partie 
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supérieure peuL, sans que les conditions statiques d^équilibre 
cessent d'être satisfaites, être prise à volonté à l'intérieur de la 
voûte. 

Ainsi, soit pq le joint qui correspond au point neutre. Divi- 
sons la portion de voûte AqBqPÇ en un certain nombre de vous- 
soirs par les joints ^o? ^f* ^2^ ^3) ^^ ^^ surplus de la voûte par 
les joints p^, ^5, ..., p,o, P/i- 

Observons que, dans les coupoles, il n'y a pas de poussée à la 
clef, puisque la voûte, à sa partie supérieure, se termine par une 
simple arête AqBq ou surface nulle. Or une pression finie, s'exer- 
çant sur une surface nulle, donne une résuhante nulle. 

Si la voûte était ouverte, c'est-à-dire terminée par un cône A'^ B'^ 
supportant un belvédère, le même raisonnement subsisterait à la 
clef de ce dernier. Ainsi, il n'y a pas de poussée à la pointe de la 
voûte en onglet que nous considérons. 

Cela posé, portons {Jig» c), à partir d'un point €i, les poids i , 2, 
3, ..., II des voussoirs successifs depuis le sommet avec leurs 
surcharges. 

Considérons d'abord les trois premiers, c'est-à-dire ceux placés 
au-dessus du joint neutre/?^. 

La pression exercée sur un joint quelconque ^2 de cette portion 
de voûte se compose : 

i" Du poids de la partie de voûte située au-dessus de ce joint; 

2" Des forces horizontales y'rfô résultant des pressions qui 
s'exercent sur ses deux têtes. Ce sont elles qui maintiennent l'é- 
quilibre, malgré [^absence d'une poussée proprement dite au 
sommet . 

Traçons à l'intérieur de la voûte, entre les joints AoBq et /?y, 
une courbe entièrement arbitraire Po^o* 

On pourra statiquement la prendre comme courbe des pressions, 
c'est-à-dire comme courbe enveloppe des pressions exercées sur 
les joints. En effet, par le point a {/ig- c), menons une horizon- 
tale indéfinie aO: par le point 1.2, menons une parallèle à la 
tangente en p, (Jig^ C) à la courbe tracée po^c jusqu'à sa rencontre 
en l' avec l'horizontale aO. La partie de voûte comprise entre AoB^ 
et le joint ^i sera en équilibre sous l'action de son poids représenté 



COUPOLES EN MAÇONNEKll::. 45 

^fiS' ^) P^^ ^ ^^ d'une pression horizontale a i^ représentant ia 
résultante des forces ^r'rfÔ comprises entre AqBq et P|. 

De même si, parles points q.3, 3-4 du polygone des forces, on 
mène respectivement des parallèles aux tangentes à la courbe Pq ^o» 
en Pa, ^3, o-q, on obtient des pressions sur ces joints statiquemenl 
admissibles et, en outre, les valeurs correspondantes des résul- 
tantes des forces gr'ûfB qui sont aa', a3', aO. 

Passons à présent à la partie /?grA„B„ de la voûte. 

Dans cette partie, les forces y'rfÔ n'existent plus, parce que, 
dans cette partie, ces forces seraient, par hypothèse, des tensions 
et la voûte n'en peut pas supporter; donc la pression sur un joinl 
quelconque tel que ^7 se compose : i** de celle exercée sur pq\ 
a° du poids de la portion de voûte comprise entre pq et le joint ^7. 

La première de ces forces est représentée sur le polygone des 
forces par Oo", parallèle à la tangente en tr^ {fig- G); la seconde 
par (tA (poids des voussoirs compris entre (Tq et le joint ^7 que l'on 
considère). 

Donc la pression sur ce joinl est représentée par le rayon vec- 
teur Oh issu du point fixe O. Donc le polygone de ces pressions 
fait parliè d'un des polygones funiculaires des charges repré- 
sentées sur le polygone des forces ab et ayant O pour pôle et, si 
l'on supposait des joints continus, ce serait une partie de la courbe 
funiculaire de ces charges continues relative au pôle O. 

Supposons que la courbe o'oP/i tracée en trait plein {fig, C) re- 
présente cette courbe funiculaire. Elle est nécessairement tan- 
gente en (To à la courbe Po^^o adoptée comme courbe des pressions 
dans la partie supérieure; car, si Ton regarde le \o\nl pq comme 
appartenant à la partie AoBo/?y de la voûte, la pression qu'il sup- 
porte est, par hypothèse, tangente à la courbe Po^^oî si on le re- 
garde comme appartenant à la partie inférieure, sa pression, 
d'après les propriétés des polygones des pressions ou courbes 
funiculaires, est tangente à la courbe des pressions 0*0 p,|. Donc 
cette dernière courbe est tangente à la première en t^. 

On peut, d'après cela, voir quel est le degré d'indétermination 
des pressions qui s'exercent sur une coupole quand on se borne à 
invoquer les conditions d'équilibre fournies par la Statique. Elle 
est bien plus grande que pour les voûtes ordinaires. 

Dans ces dernières, en effet, on sait que le polygone des pres- 
sions est un des polygones funiculaires des charges données, ce 
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qui ne laisse, dans le cas de charges symétriques, que deux quan- 
tités arbitraires. 

Ici Ton a une première inconnue, à savoir la position du joint 
pq répondant au point neutre. Ce point, en effet, est déterminé 
dans une surface flexible (§ 547) et aussi (§ 551) dans une cou- 
pole métallique simplement appuyée; mais ici les joints ne résis- 
tant plus à des tensions, le mode de répartition des forces élas- 
tiques se trouve complètement modifié et ce joint n^est pas connu 
a priori. 

Une fois qu'on l'a trouvé, la courbe ^o^o est elle-même entière- 
ment arbitraire. 

Cette courbe et le joint pq admis, la courbe funiculaire <t^^„ 
s'ensuit par la triple condition d'être tangente en un point donné (To 
à une courbe donnée Po^o et d'avoir son pôle O sur une droite 
donnée aO. 

§371. 

APPUGATION DU FBIHGIFE DE L'ÉttUILIBBE LIHITE. — Mais, comme 
pour les voûtes en berceau, il nous suffit de déterminer les pres- 
sions qui répondent à l'état d'équilibre-limite (ou, dans certains 
cas, aux états en nombre fini d'équilibre-limite). D'après leur 
forme habituelle, les coupoles tendent à s'ouvrir à l'intrados dans 
leur partie supérieure, à l'extrados vers les reins et de nouveau 
à l'intrados vers les naissances. 

Si un joint est sur le point de s'ouvrir à l'intrados, nous savons 
que son centre de pression est en son tiers extérieur; s'il est sur 
le point de s'ouvrir à Textrados, son centre de pression est au tiers 
intérieur. 

Dans les voûtes en berceau, trois joints seulement peuvent êlre 
simultanément sur le point de s'ouvrir, puisque trois conditions 
définissent la courbe des pressions. Ici, toute une partie de cettr 
courbe vers le sommet étant arbitraire, une infinité de joints 
(tous ceux supérieurs à pq) peuvent être sur le point de s'ouvrir 
en même temps. Donc, dans cette partie de la voûte, la courbr 
des pressions Po^'o répondant à l'équilibre-limite n'est autre que 
celle qui passe par les tiers extérieurs des joints, et alors la courbe 
funiculaire o-ojâ;, doit : 

1° Etre tangente à po^o en un point indéterminé o-ol 
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2® Passer, en général, au tiers extérieur p„ du joint de nais- 
sance, ou être tangente en un point indéterminé à la courbe aoa,,, 
lieu des tiers intérieurs des joints^ 

3" Avoir son pôle O sur Thorizontale aO menée par l'origine a 
(lu polygone des forces. 

Ces trois conditions la déterminent complètement. 

En général, aucune des courbes funiculaires tangentes à ^o P» 
ne vient toucher (x.q(i„, et la courbe des pressions limites, d'abord 
tangente à ^o^nt se rapproche de (iQa„ pour s'en éloigner de non- 
veau et revenir au point P^, ce qui détermine à la fois cette courbe 
et le point o-q ou le joint />^. 



§572. 



MARCHE A 8UIYBE DAIS LA PRATiaUE. — i"" Divisez (Jig. C, 
PL JCLIU) la section méridienne AoBoA^B^ en un certain 

nombre de voussoirs réels ou fictifs par les joints Po> ^1 9 ^^j^z-, -^ 
^10, A„B/2y normaux à l'intrados. 

2^ Déterminez les poids de ces voussoirs. 

D'après le théorème de Guldin, le poids d'un voussoir aba' h' 
est, en appelant II le poids spécifique de la maçonnerie et ^ la 
dislance à l'axe Oy du centre de gravité du trapèze aba' b\ 

n X aire aba! b' x ç rfO, 

et, comme on supprime le facteur ûTO commun à toutes les forces, 
sauf a le rétablir là où il y a lieu dans le résultat final, c'est 

Il X aire a^a'6' x J. 

3** Déterminez de même les poids des surcharges, s'il y en a, et 
notamment le poids de la surcharge qui pèserait sur le joint su- 
périeur A'^jB^j si ce joint n'était pas sur l'axe et s'il supportait une 
construction. 

4*^ Portez ces forces à une échelle convenue sur un polygone 
des forces ab {fig^ d). Soient i, a, 3, . . . ces forces qui pourraient 
ne pas être verticales. 
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5'* Tracez sur \ajig, G les courbes j3op/i et cilqOl,i, lieux des tiers 
extérieurs et intérieurs des joints. 

6® Tracez sur cette même figure les lignes d'action des charges. 
Elles ne passent pas par les centres de gravité des aires des vous- 
soirs. Elles sont un peu plus éloignées de Taxe. Il suffit, en gé- 
néral, de les faire passer par ces centres de gravité, leur détermi- 
nation exacte étant assez laborieuse (*). 

j^ Prenez sur l'horizontale du point a un pôle arbitraire O© et 
tracez le polygone funiculaire relatif à ce point en partant du 
point P„. Soit PnSo ce polygone que, sur la figure, on a remplacé 
par une courbe. 

8'* Cherchez sur cette courbe un point ^o? tel qu'en menant la 
verticale /q^o jusqu'à sa rencontre en Vq avec la courbe PoP/i? les 
tangentes aux deux courbes en ùq et To se coupent sur l'horizon- 
tale 0(3,4. 

Pour résoudre ce problème, on peut employer la méthode sui- 
vante, due à Eddy. 

Par les points où les lignes d'action 1, 2, 3, ... des forces 
coupent la ligne ^o ^nt menez des horizontales que vous prolongez 
jusqu'à une droite arbitraire. Ici l'on a pris la droite Oob{/ig, d ;. 

Par les points d'intersection, menez des verticales. 

Par les sommets du polygone funiculaire, menez des horizon- 
tales jusqu'à leurs rencontres avec les verticales correspondantes 
qui viennent d'être tracées. 

Le lieu des points d'intersection ainsi obtenus forme une courbe 
passant par le point ^\^ où l'horizontale de P„ coupe Oofe. 

Parle point p^^, menez une tangente à cette courbe. Soit i^ le 
point de contact. La verticale du point i^ coupe la droite O^b en 
T,, et l'horizontale O p„^ en un point $o- 



(*) Soient r le rayou de giration de Taire aba'b' définissant un Youssoir, par 
rapporl à l'axe vertical passant par le centre de gravité de cette aire; \ la dis- 
lance de ce point à Taxe Oy\ \' la distance, à ce même axe, du centre de gravite 
exact du voussoir. 

On peut démontrer que 

J/ 

r' 

Le rapport ^, est très polit. 
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Si l'on amplifie les ordonnées du polygone ^nSo dans le rapport 

on aura le polygone funiculaire cherché. 

Les points Cq el ^o sont respectivement sur les horizontales t'^ 

eto-'o. 

Pour avoir un sommet quelconque S du nouveau polygone, il suffit 
de prolonger rhorizontale du sommet correspondant 5o du polygone 
p„5o jusqu'à sa rencontre avec la droite ^'^^o en 5j ; de mener par 
ce point une verticale jusqu'à sa rencontre en 82 avec feOe, de 
mener enfin l'horizontale de 5a jusqu'à son intersection avec la 
verticale Sq. 

On peut aussi, si on le préfère, chercher la distance polaire de 
ce nouveau polygone. 

Il sufCty pour cela, de réduire la distance polaire OqCi {Jig- d) 
dans le rapport 

u< 

A cet effet, on porte {^fig> C) sur la verticale de O une longueur 
OO'j, égale à la distance polaire aO^\ par le point 0\ on mè- 
nera une horizontale jusqu'à sa rencontre en K avec ^Oq. On 
mène la verticale de ce point qui coupe la tangente bi^ en K' et 
l'horizontale OP;,en K". La nouvelle distance polaire est R'R". Le 
pôle du polygone des pressions limites, c'est-à-dire du polygone 
funiculaire des charges données passant par ^n et tangent à Po[^/< 
est le point O i^fig* c), tel que Oa = K'K"'. 

9*" Pour que la voûte soit stable, il faut que la partie ^n^fs de ce 
polygone ne sorte pas du tiers moyen de la voûte, ne coupe aucun 
joint sous un angle moindre que le complément de l'angle du 
l'rottement de la pierre sur elle-même. 

10° Les pressions exercées sur les joints inférieurs à celui ^^ 
sont données par les rayons polaires issus de O. 

Il** Celles exercées sur les joints supérieurs à celui o-q sont 
données par les portions des parallèles aux tangentes à I^q^o com- 
prises dans l'angle droit Oafc, menées par les points de division 
des forces et aboutissant aux points i', •/, 3', .... 

IV. 4 
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On peut donc chercher les composantes normales de ces diverses 
pressions et vérifier (§ 532) si la pression maxima par unité de 
surface, qu'on veut faire supporter à la pierre, n'est nulle part dé- 
passée. 

ia° Celte dernière opération donne aussi les pressions 7' 
exercées sur les faces méridiennes au-dessus du point o-q. (Au- 
dessous de ce point ces faces ne supportent pas de pressions.) 
I^es points d'application des forces q^ étant aux tiers extérieurs des 
faces sur lesquelles elles agissent, la pression maxima qu'elles 
font naître (§ 552) par unité de surface est double de la pression 
moyenne. Ainsi, si q^ est la pression obtenue sur la face mé- 
ridienne d« voussoir abcd b\ il faut que 

Pq étant la pression par unité de surface qu'on ne veut pas dé- 
passer. 

Si ces conditions ne sont pas remplies, il faut renforcer la voôle 
ou la soulager par des évidements. 

§ 573. 

CULÉES EN TOUR RONDR — Une coupole métallique demeure en 
équilibre quand elle est simplement posée sur un plan horizontal, 
parce qu'elle résiste par elle-même aux tensions que subissent 
ses parallèles inférieurs. 

Une coupole en maçonnerie n'étant pas dans le même cas, elle 
doit être posée sur une culée en tour ronde pouvant supporter la 
pression représentée par 06 {fig' c) qui se produit aux nais- 
sances. 

Les parallèles de la tour ronde tendent eux-mêmes à s'ouvrir 
puisqu'on ne lient pas compte de l'adhérence dans les sections 
méridiennes de cette tour. 

On opérera sur le secteur d'angle rfO qui forme culée de la 
portion de voûte considérée, comme sur la partie inférieure de 
celle voûte et comme sur les culées des voûtes ordinaires, c'est- 
à-dire qu'on prolongera la courbe funiculaire Vq p,;, ou le polygone 
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qui en tient lieu, à l'intérieur de la culée, et l'on vérifiera si elle ne 
sort nulle part du tiers moyen des sections horizontales qu'on peut 
y faire. 

§ 574. 



BEMABaUE SUR LES TOUES RONDES GOMPRDiÉES STMÉTRiaUEMENT. — 

Si une tour ronde en maçonnerie est comprimée symétrique- 
ment (comme cela a lieu, par exemple, pour les cuves de gazo- 
mètres) et si sa courbure est prononcée, on peut lui donner une 
épaisseur moindre qu'à un mur de soutènement. Soit {Jig* i4) 
aba'b' la section horizontale d'un secteur d'angle infiniment 

petit rfô. 

Fig. 14. 




P^e 



Divisons-le en assises horizontales. Soient Pq rfô le poids verti- 
cal que porte une assise aba'b' et PrfÔ la résultante des pressions 
horizontales agissant au-dessus d'elle. 

S'il s'agissait d'un simple mur, il faudrait que la résultante des 
forces Po et P coupât l'assise dans son noyau central, soit sensi- 
blement dans le tiers moyen de sa ligne médiane. 

Mais ici les méridiens aa' et bb' donnent lieu à deux pressions 
égales q fournissant une résultante q d^ opposée à la pression 
PrfB. 

Donc il suffit ici que la résultante du poids Pq et de la force 
P — q passe au tiers moyen de la ligne médiane du trapèze aba'b' . 

D'après cela, pour vérifier la stabilité, on peut procéder ainsi : 

1" Divisez le prisme projeté en aa'bb' en un certain nombre 
d'assises. 
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2° Sans vous occuper de la pression horizontale donnée PrfB, 
cherchez, ce qui est facile graphiquement, la pression horizontale 
P'rfO qu'il faudrait appliquer sur la surface projetée en ab pour 
que, dans chaque assise, la résultante du poids total qui la sur- 
monte et de la pression Pd^ passe exactemenl au tiers intérieur de 
la ligne cd. 

Gela fait, 

3'* Si P<^P', la stabilité est assurée, puisqu'elle le serait même 
si la contre-pression qd^ n'existait pas, c'esl-à-dire si le pilier 
adbV existait seul. 

Si Pl>P', l'équilibre-limite n'est assuré que si cette contre- 
pression q atteint partout la valeur 

^ r= p - p'. 

Cela exige, si h est la hauteur des assises, bV = e l'épaisseur de 
la tour au droit de cette assise, que, comme à la fia du paragraphe 
précédent, on ait partout 

1 — /'o 

ou 

P — P' I 

/l X C 1^ 

Là où cette condition ne sera pas satisfaite, on devra augmenter 
l'épaisseur e de la maçonnerie de façon à y satisfaire. 
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DEUXIÈME SECTION. 

POUSSÉE DES TERRES ET DES FLUTOES. MURS DE SOUTÈNEMENT. 



CHAPITRE III. 

POUSSÉE DES TERRES. 

§ S75. 

FBIIGIPE8 ftiSiBAUZ. — Nous considérerons un massif de terre li- 
mité par une surface cylindrique ou prismatique à arêtes horizon- 
tales soumis à Faction de son propre poids et de pressions con- 
stantes le long de chaque arête, constantes ou variables d^une arête 
à Tautre du cylindre terminal. 

Les pressions intérieures sont, par suite, aussi les mêmes tout 
le long d'une parallèle aux arêtes de ce cylindre, de sorte qu'il 
suffit de considérer une portion du massif comprise entre deux 
sections droites, écartées l'une de l'autre d'une longueur égale à 
Funité. 

On admet, avec Coulomb, que si n et ^ sont respectivement les 
composantes normale et tangentielle de la pression rapportée à 
l'unité de surface qui s'exerce sur un élément superficiel placé à 
l'intérieur du massif, pour que celui-ci soit en équilibre, il faut 
et il suffit qu'on ait 

y et Y étant deux coefficients dépendant de la nature des terres; le 
premier se nomme, comme pour les solides en coptact, le coeffi- 
cient de frottement de la terre considérée, le second représente 
la cohésion de cette terre. 

Si Ton considère à l'intérieur du massif une aire plane finie de 
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grandeur S et qu'on nomme dS un élément de celle aire, on lire 

de (i), en multipliant par ^S et intégrant dans Tétendue de 

l'aire S, 

fldS</fndS-:-yS. 

Or, en appelant ;% et G les composantes normale et tangentielle 
de la pression totale exercée sur Taire S, quelles que soient les 
directions des forces ùdS^ leur résultante 5 est moindre que leur 
somme arithmétique ou, au plus, égale à cette somme, c'est- 
à-dire que 

^<ftdS. 

Par suite 

ou 

qui généralise Tinégalité (i) et montre que, dans un massif en équi- 
libre, Faction tangentielle moyenne par unité de surface exercée 
sur une aire plane de grandeur quelconque doit être moindre ou 
au plus égale au produit du coefficient de frottement par Faction 
normale moyenne par unité de surface exercée sur cette aire, plus 
la cohésion. 

Si, pour un élément plan, on a 

(3, f = /n-f-Y, 

les deux parties du massif situées de part et d'autre de cet élément 
sont suF' te point de glisser. 

Si Ton peut faire, dans le massif, une section plane ou courbe ab 
kfiS' '' ^'' -^^Ji) Je divisant en deux parties (A) et (B) telles 
que, pour chacun des éléments qui la composent, l'égalité (3) soit 
satisfaite, cette section prend le nom de surface de glissement* 

Si PQ est la section droite du massif et ab celle d'un cylindre 
de même longueur que le massif, la courbe ab se nomme une 
ligne de glissement. 

Théorème I. — Pour qu^une ligne droite soit ligne de glis- 
sèment, il faut et il suffit que, pour cette ligne, V inégalité (2) 
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se change en égalitéy c'est-à-dire que 

(4) S=-^-S--^^- 

La condition est nécessaire; car^ si pour chaque élément de la 
surface on a 

(5) ; = /n-uY, 

en multipliant par Télément de surface ^S et intégrant, on obtient 
l'équation (4). 

Réciproquement, celle-ci ne peut avoir lieu que si celle (5) est 
satisfaite pour tous les éléments de la droite considérée; car, si 
pour un seul on avait 

^< A-HY» 

comme pour tous les autres, t est aussi plus petit ou au plus égal 
k /n-\-^, en multipliant toutes ces inégalités ou égalités par rfS 
ainsi que l'inégalité ci-dessus et faisant la somme des deux mem- 
bres, on aurait nécessairement 

ou 

et l'on ne pourrait pas avoir l'égalité (4). 

§ 576. 

ÉQIUILIBBE-LIIIITE. — Si, par chaque point de la section droite 
d'un massif, il passe une ligne de glissement ab ^fig- i ? PI* XLll)^ 
de sorte qu'il existe une série de courbes «6, a^ 6|, a^b^ remplis- 
sant tout le massif et telles que celui-ci soit sur le point de glisser 
le long de chacune de ces courbes, le massif est en équilibre- 
limite. 

Dans ce qui suit, nous ferons abstraction de la cohésion, ce qui 
est défavorable à la consistance du massif, et par suite, si nous 
trouvons qu'un massif, abstraction faite de la cohésion, est en 
équilibre, il sera, à plus forte raison, en équilibre si elle inter- 
vient. 
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La cohésion est très variable, pour une nature donnée de terre, 
avec les circonstances atmosphériques, avec la consistance qu'on 
lui a donnée artificiellement par le damage, consistance que le 
temps peut modifier; c'est pourquoi il est prudent d'en faire abs- 
traction. 

Les résultats obtenus sont aussi beaucoup plus simples et d'une 
application plus facile. 

Faisant donc y = o, l'équilibre des terres exigera que, pour 
chaque élément superficiel, on ait 

(6) t<fn 

ou, pour chaque aire plane finie, 

(6') 65/X, 

(^ et JG étant les composantes tangentielle et normale de la pression 
totale exercée sur l'aire considérée. 

Cette seconde inégalité, d'après ce qui vient d'être établi, com- 
prend la première comme cas particulier. 

Si l'on pose 

/= tangtp, 

cp prend, comme pour les solides, le nom à"^ angle du frottement. 
et les inégalités (6) et (6') signifient ceci : 

Théorème IL — Pour qu^un massif de terre sans cohésion 
soit en équilibre, il faut et il suffit que la pression totale que 
subit un élément plan quelconque pris dans son intérieur fasse 
avec la normale à cet élément un angle moindre ou au plus 
égal à Vangle du frottement. 

En chaque point d^une surface de glissement, la pression 
fait avec la normale à la surface un angle égal à Vangle du 
frottement. 

Enfin, le théorème I, pour les terres sans cohésion, est remplacé 
par celui-ci : 

Théorème 111. — Pour qu'une ligne droite soit ligne de 
glissement, il faut et il suffit que la résultante des pressions 
qu'elle subit fasse avec sa normale un angle égal à l'angle de 
frottement. 
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§ 577. 

TALUS HATUBEL. — Théorème IV. — Pour qu ^un massif de terre 
sans cohésion soit en équilibre , il est nécessaire qu^une corde 
quelconque du périmètre de sa section droite et, par suite, 
aussi une tangente quelconque à ce périmètre fassent avec 
r horizontale un angle moindre ou au plus égal à V angle du 
frottement. 

En effet, soient {flg» 2, PL J^LII) ACB la section droite d'un 
massif et ab une corde quelconque de cette section. 

La portion aCb du massif est en équilibre sous Faction : 

I ^ De son poids ; 

2** De la résultante des pressions exercées sur ab par la terre 
placée au-dessous de cette ligne. 

Donc, ces deux forces sont égales et opposées; et, comme la 
première est verticale, il en est de même de la seconde. 

Donc, l'angle que la normale à ab fait avec la verticale est 
moindre ou au plus égal à l'angle du frottement ou,' ce qui revient 
au même, l'inclinaison de ab sur l'horizontale est moindre que cet 
angle ou lui est, au plus, égale. 

Ce qui est vrai pour une corde ab quelconque est vrai pour une 
tangente a' 6' considérée comme limite des positions de la corde ab 
se déplaçant parallèlement à elle-même jusqu'à ce que ses deux 
extrémités coïncident. 

Corollaire. — Si un massif est terminé par une face plane 
ou, comme on dit, par un talus plan, l'inclinaison de ce talus 
est nécessairement moindre ou au plus égale à V angle de frot- 
tement. 

Si le massif est en équilibre-limite dans le voisinage d'un talus, 
celui-ci ne peut être qu'un plan incliné sur l'horizon d'un angle 
égal à l'angle du frottement. 

L'expérience confirme ce résultat; elle montre qu'en effet des 
terres fraîchement remuées, de faible cohésion, se mettent en 
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équilibre sous un talus ayant cette inclinaison. C^est pourquoi il 
prend le nom de talus naturel des terres. 

Cette propriété permet de trouver expérimentalement l'angle du 
frottement d^une terre de nature donnée, pourvu qu'elle soit sans 
cohésion. 

§ o78. 

OBJET DU PROBLbiE DE LA POUSSiE DES TEBBE8. — D'après cela, si 
un massif est limité par un talus plus raide que le talus naturel, il 
faut le soutenir le long de ce talus. 

Le mur contre lequel il est appujé se nomme un mur de soutè- 
nement. 

La résultante des pressions exercées contre une portion quel- 
conque du mur se nomme la poussée des terres contre cette por- 
tion du mur. 

Le problème que nous nous proposons de résoudre a pour 
objet : 

1° La détermination de la poussée en grandeur, direction et sens 
contre une portion quelconque d'un mur; 

»" La détermination des dimensions à donner au mur pour qu'il 
puisse supporter cette poussée. 

§ 579. 

miTEBlinATIOll DU FROBLbiE. — Soit {fig. A, PL XLll ) AB la 
face postérieure d'un mur ABCD soutenant un massif limité par le 
périmètre AEqFqHoKo dont les talus sont moins inclinés que le 
talus naturel. 

Soit A 6 une portion quelconque du mur; il s'agit de déterminer 
la poussée exercée sur A 6. 

A cet effet, par le point 6, faisons dans le massif une section 6X 
faisant avec la verticale bz un angle arbitrairement choisi i. 

Le prisme fcAEoFoHoX est en équilibre sous l'action : 

i*' De son poids qui est connu et que nous appelons Q; 

2** De la réaction de la face A 6 du mur. Soit Rq cette force égale 
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et contraire à la poussée que nous cherchons et soit ^q son incli- 
naison sur la normale à A6; 

3** De la résultante des pressions que les terres inférieures 
exercent sur celles qui sont au-dessus d'elles le long de la sec- 
tion frX. 

Soit R cette force et ^ son inclinaison sur la normale à 6X. 

Ces trois forces doivent donc concourir en un même point et 
leur polygone des forces qui est un triangle doit se fermer. 

Supposons, pour un instant, connus les angles ^o ^^ ^9 c'est- 
à-dire les directions des forces R et Rq. Alors il est aisé de trouver 
leurs grandeurs, et, en particulier, la grandeur de Ro que nous 
cherchons. 

Il suffît (Jig. a) de construire, à une échelle quelconque, la 
force connue Q et de mener par se5 extrémités les parallèles à R 
et Rq; les deux côtés du triangle ainsi obtenu fournissent les gran- 
deurs de ces forces, et Ton a dans le triangle des forces 

Rq _ sin(R.Q) 
^"^ Q ~ sm(H.Ro)' 

Q est une fonction de l'angle i qu'on peut trouver dès que la 
ligne terminale du massif est définie ; les angles qui entrent dans 
le second membre se déduiront eux-mêmes facilement des angles 
I, ^j ^0 et de l'inclinaison donnée du mur A6 sur la verticale. 

Donc, on tire de la dernière équation 

(«) Ro=F(i,t};,4/o% 

F étant une fonction connue. 

La poussée Rq et l'angle ào sont évidemment indépendants de 
l'angle de la section &X, c'est-à-dire de l'angle i ; mais A est une 
certaine fonction de cet angle, soit 

(9) ^ = f(i)' 

Si l'on connaissait la fonction /(t), en la portant à la place 
de «^ dans l'expression de Ro, l'angle i disparaîtrait du second 
membre, puisque, le premier membre étant indépendant de i, il en 
est de même du second. 
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On a donc idenliquement, quel que soil /, 

dF dF dA> 

OU 

Puisque l'équation (8) fournit Rq, quelle que soit la seclion feX, 
adoptons en particulier, parmi les sections issues du point b, 
celle 6X1 pour laquelle Tangle ^ atteint son maximum. 

Soit ^i cette valeur maxima de ^ et i|= afeXj la valeur cor- 
respondante de £. 

On aura 

4^1 -/(ï'i), 

et de plus, puisque ^ est maximum pour i= ?',, 

/'(^•i)-o. 

En adoptant ces valeurs de i et ^^ les équations (8) et (10) de- 
viennent 

Ro=F(ti,4;„4;o), 
dF 
ail 

En éliminant i'i entre ces deux équations, on aura Rq en fonction 
des deux constantes J^o et t{/f . 

Mais le résultat de Télimination est le même si, au lieu de la 
lettre /|, nous remettons la lettre i, de sorte qu'en écrivant les 
deux équations 

; Ro-F( 1,4/1,4.0), 
(11) \ clF 

Ko s'obtient ep éliminant i entre elles. 

L'équation (8) exprimant qu'il y a équilibre entre les forces R©, 
Q, R, la première des équations (11) exprime qu'il y a équilibre 
entre les forces Rq, Q et une force fictive Rj qui ferait avec la 
normale à 6X l'angle constant (quel que soit bX.) ^|. 

La seconde des équations (11) exprime que Rq est la valeur 
maxima que peut acquérir la fonction F de la seule variable 1. 
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Ainsi : 

Théorème. — Pour obtenir rigoureusement la grandeur de la 
poussée Ro sur une portion quelconque Afe d^un mur de soutè- 
nement plan, connaissant l'inclinaison ^o de cette force sur la 
normale au mur y faites par le pied b une section 6X d'incli- 
naison arbitraire i, supposez suivant 6X non pas la réaction 
vraie qui s'y produit, mais une réaction fictive R|, formant 
avec la normale à cette section V angle constant A| égal cl la 
plus grande inclinaison qui puisse acquérir la réaction vraie R 
lorsqu'on fait varier la section. 

Cherchez la poussée fictive que produirait sur le mur la 
force R|. 

Le maximum que peut atteindre cette poussée fictive lorsque 
r angle i varie est la poussée vraie, 

§ 580. 

iPfUGATIOH DU PRIIGIPE DE L'iaUILIDBE-LQIITE. — La poussée se 
trouvera ainsi exprimée à l'aide des deux angles inconnus ^o et t{/|. 

Il est impossible a priori de déterminer ces angles, de sorte que 
la poussée vraie ne peut pas être obtenue. Mais nous pouvons 
poser en ce qui touche les murs de soutènement un principe ana- 
logue à celui que nous avons déjà utilisé dans la théorie des 
voûtes. U consiste en ceci : 

Pour qu'un mur de soutènement soit stable, il suffit qu'il 
puisse résister à la poussée qu'il subit à V instant où son équi- 
libre et celui des terres qu'il supporte sont sur le point d'être 
rompus, c'est-à-dire à l'instant où le système tout entier formé 
par le mur et les terres est en équilibre- limite. 

En effet, supposons qu^un mur de soutènement soit construit et 
qu^on l'abandonne à lui-même. S'il ne reste pas en équilibre, 
avant de tomber, le système tout entier passera par l'état d'équi- 
libre-limite dont il vient d'être parlé. 

Comme le mur atteindra cet état sans vitesse sensible, il ne le 
dépassera pas si, comme nous l'admettons, il peut résister aux 
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elTorts qu^il supporte à ce moment-là. Cela résulte du sens même 
du mot équilibre (§ 1). 

Au lieu de chercher la poussée vraie, nous nous bornerons donc 
à chercher la poussée produite lors de Téquilibre-liraite, et il suffira 
de donner au mur les dimensions nécessaires pour qu'il puisse 
supporter cette poussée. 

Or, dans Tétat d'équilibre-limite, les terres sont sur k point de 
glisser le long du mur. De là, résulte la connaissance de rangletj/n. 

Soit, en eflel, <p' l'angle du frottement des terres contre la ma- 
çonnerie. Il y a deux cas à considérer : 

I** Si <p'<^<p, à l'instant où le glissement de la terre contre la 
maçonneri'e est sur le point de se produire, on aura 

2** Si <f' >> cp, ce qui a lieu généralement à cause des rugosités 
de la partie postérieure de la maçonnerie, on ne peut pas avoir 

'l'o — ?'. 

Car, si Ton fait dans les terres une section parallèle à A6 et infi- 
niment voisine de cette ligne comme celle indiquée en pointillé, 
le long de cette section qui est à l'intérieur du massif, la réaction 
ne peut pas faire avec la normale à la section un angle supérieur 
à cp. Donc, si le long de Â6 l'angle analogue était <p', la réaction 
qui se produit changerait brusquement de direction en passant 
de A6 à une surface infiniment voisine, ce qui est impossible. 
Donc, dans ce cas, on aura le long de AB non pas <]/o= ?S niais 
<};q= (p. Gela signifie qu'il n'y aura pas, comme dans le cas précé- 
dent, glissement direct des terres contre la maçonnerie. Une 
couche infiniment mince de terre restera adhérente à la maçon- 
nerie et le glissement aura lieu le long de la face intérieure de cette 
couche de terre, c'est-à-dire le long de la ligne pointillée, de sorte 
qu'il y aura, en réalité, glissement de terre sur terre. 

Ainsi, en résumé, si l'on appelle ©q 1^ pl^is petit des deux 
angles cp et cp', on aura toujours 

et, dans la pratique, sauf dans le cas rare de murs à faces posté- 
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rieures très lisses, on aura 

A présent, la portion considérée A 6 du mur étant censée sur le 
point de se mouvoir, les terres tendront à suivre le mouvement. 
Une partie du massif tendra à se détacher du reste. 

Coulomb admet, et cela est assez bien confirmé par l'expérience, 
que la surface de glissement est plane. 

Elle est donc définie par Tune des lignes 6X issues de b. La va- 
leur maxima ^1 que peut acquérir i/ a donc lieu suivant cette ligne 
et est égale à Tangle du frottement. Ainsi 

^i --- ?. 

De là et du théorème du paragraphe précédent résulte le suivant, 
dont la seconde partie est due à Coulomb : 

Théorème. -- i® La poussée Rq sur une portion quelconque 
A 6 d'un mur de soutènement fait ai^ec la normale à ce mur 
un angle <fo égal au plus petit des deux angles cp et <p' du frot- 
tement de terre sur terre et de terre sur maçonnerie, 

a** Pour l'obtenir en grandeur, cherchez, parmi tous les 
plans 6X issus du point b et considérés comme des surfaces 
de glissement^ celui 6X| qui fournit, sur le mur, la poussée 
maxima. 

Ce sera la grandeur de Ro . 

MÉTHODE CrÉOMÉTBIftUE DE PONGELET. — Pour appliquer ce théorème, 
on devra {fig- B, PL XLII) : 

r* Supposer, appliquée en un point de A6 qui sera déterminé 
plus loin, la force inconnue Ro faisant avec la normale à Afe 
Tangle Ço; 

2** Faire une section quelconque feX et y supposer appliquée 
une force Rj faisant avec la normale à feX Tangle cp-, 

3° Déterminer Rq par la condition que ces deux forces fassent 
équilibre au poids Q du prisme de terre détaché par le plan 6X; 
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4° Chercher la direction de 6X pour laquelle Ro devient 
maximum ; 

5" Déterminer la grandeur de ce maximum. Ce sera la valeur 
cherchée de Rq. 

Pour obtenir ces résultats, nous emploierons la méthode gra- 
phique si simple et si élégante due à Poncelet. 

Soient toujours {fig* B) AB la face postérieure du mur, et 

AEqFqHoKo 

le profil supérieur des terres. 

Admettons, sauf vérification, que le plan de rupture ôXj, ré- 
pondant à une portion quelconque 6 A du mur, rencontre ce 
profil suivant le talus EoFq. 

Théorème. — i"* Par le point b menez une droite bO faisahl 
avec la face postérieure bA du mur un angle f + cp^ (ce sera 
généralement 20) et prolongez cette ligne jusqu^à sa rencontre 
en O avec^ celle des lignes du talus qu^on a supposée être ren- 
contrée par la ligne de rupture inconnue 6X|, c'est-à-dire ici 
avec la direction FqEq. 

2° Par le point A, menez PiA! parallèle à ôEq jusqu'à sa 
rencontre en A! avec ce même talus, de sorte quç, quel que soit 
le point X|, le triangle fcA'Xj sera équivalent au quadrilatère 
6AEoX|. 

3** Par le point A' menez A'ï parallèle au talus naturel 
des terres, c'est-à-dire formant avec V horizontale l'angle ç, 
jusqu'à sa rencontre en T avec 60. 

4° Décrivez une demi-circonférence sur bT comme diamètre 
et, par le point O, menez la tangente Ot à cette demi-circonfé- 
rence. 

5® Par un arc de cercle décrit du point O comme centre, 
rabattez le point de contact t en Xx sur la ligne 60. 

Alors : 

a. La poussée cherchée Ro sur la portion Ab du mur esl 
donnée par l'expression 

Il — s 
(12) Ro= -6a?, X sinA'TO, 

2 
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Il éiaiit le poids spéciGque des terres et bx^ étant mesuré sur Té- 
pure à l'échelle des longueurs, c'est-à-dire à l'échelle du dessin 
du mur. 

6. Pour avoir la direction 6X4 du plan de rupture, menez 
Xi X| parallèle au talus naturel des terres. Le point où cette 
ligne rencontre EqFo est le point cherché X,. 

Remarque /. — Cette règle suppose, comme il a été dit, que le 
point X{ est sur la ligne EqFo. Si X4 rencontrait un autre talus, 
par exemple HoKq, il faudrait recommencer la construction en 
prenant les points O et A' sur le prolongement de KqHo, ce der- 
nier étant choisi de façon que le triangle 6A'Ho fût équivalent à 
l'aire 6AE0F0H06. (Le point A' se déterminerait alors suivant le 
procédé du § lo.) 

Remarque IL — Si Ton ne veut pas mesurer, sur l'épure, l'angle 
OTA' qui entre dans la formule (12), il est aisé d'en avoir l'ex- 
pression en fonction des données du problème. 

Soit e l'angle du mur 6 A avec la verticale bz] menons 6T0 pa- 
rallèle au talus naturel, c'est-à-dire à A'T faisant, par suite, 

Tangle ■ — cp avec la verticale. On a 
Donc la formule \^\i) devient 

n 



Ho = - bxx cos{ Ofi-^z). 
1 ' 



Si la face postérieure 6 A du mur, au lieu à^ avoir un fruit, 
c'est-à-dire au lieu d'être inclinée vers les maçonneries, était in- 
clinée vers les terres, il faudrait remplacer e par — e. Ainsi, on a 



n 



ii^bis) Ro— -^a?! cos(©o±£), 

en prenant le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que, 
comme sur la figure, 6Aa un fruit ou qu'au contraire il est incliné 
vers les terres. 

Pour démontrer les propositions qui précèdent, soient 6 X un 
iV. 5 
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plan quelconque considéré comme plan de rupture^ R| la réaction 
faisant Tangle cp avec la normale à ce plan; Q le poids du prisme 
6AE0X6 qui, par construction, est égal à celui du prisme trian- 
gulaire 6A'X; Rq la réaction du mur faisant l'angle (p© avec sa 
normale. 

Construisons (Jig. b) le triangle des trois forces Q, Ro, R|. 

Si, par le point X {fig* B), on mène une parallèle au talus na- 
turel ou à A'T jusqu'à sa rencontre en x avec 60, le triangle 
^xb est semblable à celui de \^ Jig. b. En effet, si l'on fait 

tourner le premier de ces triangles d'un angle ^ <p, on voit que 

le côté xX devient vertical ou parallèle au côté Q du second, et le 
côté feX devient parallèle à R|. Donc les deux triangles ayant 
deux angles égaux sont semblables; par suite, 

ou 

bx 



Ro=Qx 



Xx 



D'ailleurs, Q étant le poids du prisme triangulaire bA!\^ si Atb 
on mène la hauteur 6^ du triangle, on aura 

et, par suite, 

n.63 k'\>:bx 

Ko = \. • 

2 AJ7 

Par le point A', menons une parallèle à 6X jusqu'à sa rencontre 
en y avec 60. 

Les deux triangles semblables OX 6 et OA'y donnent 



A'X OX 
d'oii 



by ~ Ob' 



A'X-.^OX, 



D'autre part, les triangles semblables OHx et OA'T donnent 



Xx _ OX 
AT ~ OA' 
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Par suite, 

AX _ by OK' 

Xx ~ 6b A'T 
et 

Mais tp.OA'est le double de Taire du triangle OPilb. Cette 
double aire est aussi représentée par 

Ob.k'T^xïïMTb, 



Donc 



ou 



Par suite, 



ôp.0A'=0^>.A'TsinA'T6 
= 06.A'TsinA'T0, 

çL_=sinATO. 



nsinA'TO , , 
(i3) Ro= bx.by. 

Il s'agit de trouver la direction de 6X pour laquelle Rq est 
maximum, c'est-à-dire qu'il faut chercher le maximum du pro- 
duit bx.by ou le maximum de 



{Ob- 0x){0b — 0y) = 0b ^ Ob(Ox -h- Oy)-h Ox.Oy. 

Le produit Ojj.Oj/' est constant, quelle que soit la direc- 
tion 6X. 

En effet, les deux triangles semblables O^X et OTA' donnent 

OT 

De même, les triangles semblables OyA' et 06X donnent 

0^=.OA'gJ; 

d'où 

Ox.Oy^ Ob.OT. 

Le maximum du produit bx.by répond donc au minimum de 

la somme 

Ox -H Oy. 

Et comme le produit Ox.Oy est constant, la somme sera mi- 
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nima pour 

La section 6X| répondant au maximum de Rq est donc celle 
pour laquelle les deux points ^ et j^ coïncident. 
Soit x^ le point avec lequel ils coïncident. 
L'avant-dernière équation donne 

(i4) Ôxlr-.Ob,OT, 

ce qui justifie la construction indiquée pour trouver le point jr,. 

La ligne ^X parallèle au talus naturel devient alors ;r|X,, ce 
qui justifie la construction indiquée pour trouver le point X|. 

Enfin l'expression (i3) de Ro devient, pour bx = by = bx^, 

ce qui achève d'établir les règles énoncées. 

Remarque, — Si, par le point b on mène 6To parallèle au talus 
naturel jusqu'à sa rencontre en Tq avec le talus EoFq^ que sur A'To 
comme diamètre on décrive une demi-circonférence qu'on mène 
Ol\ tangente à cette demi-circonférence et qu'on rabatte cette tan- 
gente autour de O jusqu'au talus OA'Fo, on retrouve le point X,. 

Car, de 

â^i'=0T.06, 

on déduit facilement, ù l'aide des triangles semblables de la figure, 

ÔxJ=OA'.OTo-Ô7* 

§ 582. 

EZPBESSIOH AHALTTIftUE DE Là POUSSÉE. — Nous avons vu qu'on 
peut encore écrire 

Ho= '- -bxx. 

Or 

hxx = Oh-^Ox^r=:zOh — v/Ô67ÔT. 

TxX^ Ob(Ob -f-OT -'i/ÔôTÔT). 



ou 
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Soit w <1 2)o l'inclinaison du talus OA'Fq sur Thorizontale. 
Menons 60' parallèle à OA'Fo. 

L'angle O^bz est égal à — h w. 
Par suite 

"O'^O = Ô0A'= 5 -i- (0-^5 — ^ — 3)0. 

Soit d'ailleurs 

Dans le triangle 6A'0, on a 

Ob _ sin^A^O _ sin(^>OA^-f-Q^>A ' 
^ siûèOA' " siD^OA' 

sin( h(o — e — cp — <poH- ? H- <?o ) 

06=; '— i, 

sin / — 4- o) — e — ^ — ^0 ) 
06 = ; çoKu^-O 

COS ((O — 6 — <p — 9o) 

Dans le triangle 6A'Ï, on a 

6T _ sinTA'6 _ ^'°(''+f-?) 
Ç ~ sinOTA' ~ sin06T' 

^T^ cos(y-0 
^cos(<po-He) 

Calculant 06 et AT par les dernières équations, on en tire OT 

et par suite bXi, 

Il n'y aurait lieu de recourir au calcul que si le point O était 
hors des limites de l'épure. 

§ 583. 

GA8 PARTICULIER R'ÏÏH TALUS UHiaUE. POm D'APPUGATION RE LA POUSSÉS. 
— Soit (Jig» 3, PL JCLll) BA la face postérieure d'un mur soute- 
nant un massif limité par le talus unique ATo- 

Ici le point A' coïncide avec A. Donc, pour avoir la pression 
exercée sur une portion A6 du mur, on mènera 60 faisant avec 
èA l'angle cp + <po (qui sera généralement 2<f ), puis AT parallèle 
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au talus naturel qui est plus raide que ATq. On décrira la demi- 
circonférence T6, on mènera la tangente O^ qu'on rabattra 
en Oxi» 

La poussée sera 

(i5) Ro= oxi. 

Soit bxi = J7| et soit x\ sa projection sur une normale au talus 
naturel. On aura 

(i5bis) Ro= — iPi.^i. 

On peut mesurer x^ et x\ et faire le produit des nombres ob- 
tenus ou construire ce produit. 

Si on fait la construction pour différents points b du mur, on 
reconnaît sans difficulté que bx^ croît proportionnellement à la 
distance bh. : donc, en vertu de (iS), la poussée croît proportion- 
nellement au carré de 6A. Il en résulte que la poussée sur le mur 
entier AB est appliquée au tiers de sa hauteur à partir de son pied 
ou aux I de AB à partir de A et que, généralement, la poussée sur 
A 6 est appliquée aux | de A6 à partir de A. 

§ 584. 

GA8 PARTIGULIER DU TALUS NATUREL ET D'UH MUR VERTICAL. — Sup- 
posons {fig* 4> PI' XLII) que le talus ATo soit le talus naturel 
des terres, que le mur AB soit vertical et que son coefficient de 
frottement soit égal ou supérieur à celui des terres. Alors on devra 
prendre <p„=^, c'est-à-dire que la poussée Ro sera parallèle au 
talus ATo. 

Si l'on fait la construction générale, on voit que les points T 
et x^ coïncident tous deux avec O. Par suite 

Ro= — sinA06.60 = -60'.cos9= cosç, 

h^=' k.b étant la hauteur du mur ou de la portion du mur consi- 
déré. 

Remarque. — Soit un parallélogramme AbA^b', On voit que 
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les réaclions Ro sur les faces verticales A 6, A' 6' sont égales et de 
sens opposés et se l'ont équilibre. 

Donc la réaction suivant bb' fait équilibre au poids du prisme 
KbK'b', Elle est donc verticale et appliquée au milieu de bb' . 

Le même raisonnement s^applique au parallélogramme \bA" b" , 

Donc, si l'on considère le parallélogramme A' 6' A" 6", on voit 
que la réaction sur l'élément b' b" est verticale et fait équilibre au 
poids du prisme k!b' PsI'b", et que les réactions sur les faces verti- 
cales Pi! y et A" 6" se font elles-mêmes équilibre et sont parallèles 
au talus AT. 

MM. Rankine et Eddy admettent que, dans n'importe quel 
massif terminé par un talus ATq d'inclinaison quelconque et sou- 
tenu par un mur ayant aussi une inclinaison quelconque, un élé- 
ment 6' 6'^, parallèle au talus, supporte une réaction verticale; d'où 
ils concluent que l'action sur une face verticale est toujours paral- 
lèle au talus. 

fl convient de regarder ce principe comme une pure hypo- 
thèse et elle est contraire au principe de l'équilibre-limite qui, 
à notre sens, constitue, dans l'état actuel de la Science, le guide le 
plus rationnel en cette matière. 

§ 584 bis, 

PLiTE-FOBME HOBOOnAÏE AVEC MVR TERTIOAL U88fi. — Si Ton sup- 
pose une plate-forme horizontale et un mur vertical sans frotte- 
ment, la réaction de ce mur sera horizontale, c'est-à-dire que, 
dans ce cas, il se trouve encore que la réaction sur un élément 
vertical est parallèle à la surface libre des terres. Mais cela ne 
serait pas vrai si le mur n'était pas supposé parfaitement lisse. 

Si l'on fait la construction générale {Jig- 5, PL XLIl) pour le 
mur AB, on voit que les deux triangles OAB, OAT sont sem- 
blables et donnent 

OT : OA : : OA : OB, 
d'où _ _ 

Ôdp'=OT.OB = ÔÂ^ 
Oa7i=OA. 

Pour avoir le point x», il suffit de mener BO faisant avec la ver- 
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lîcale Fangle cp, c'est-à-dire de mener BO perpendiculaire au talus 
naturel, de décrire l'arc de cercle Ax^ du point O comme centre 
et, par le point ^j, de mener x^lLi parallèle au talus naturel. 
On aura 

n 



ou 



ou 



Ro= -sinOAT x Barj , 

4» 



Ro= -Bxl= 5(0B-0A)» 

2 2 



nAy T « nA«(i — sincp)» 



(i6) Ro= ( tango) = 

' 2 \COS<p °^/ 



2COS*Cp 



On voit d'abord que les deux triangles OAjti et Oar|X| sont 
égaux, que par suite BX| est parallèle à la corde o^i A, c'est-à-dire 
que la ligne de rupture BX| est parallèle à la bissectrice de l'angle 
TAB que fait le mur avec le talus naturel. 

Cette propriété serait vraie, même si le mur AB n'était pas ver- 
tical, pourvu qu'il fût lisse. 

§ 585. 

CAS D'HUE SUBGIARfiE UHIFOBME. — Soit (Jlg, 6, PL JCLII) A 6 un 
mur ou portion de mur d'mclinaison quelconque, lisse ou non, 
soutenant des terres limitées par un talus AT© sur lequel agit une 
pression uniforme qu'on peut toujours .représenter par un massif 
de terre AA'TqT'^ de hauteur convenable. 

Soit w l'inclinaison du talus sur l'horizontale. 

Faisons une section 6X. Soit Q le poids èAA'X'X de ce prisme 
avec sa surcharge. 

Si nous menons la droite 60 faisant l'angle o H- cpo avec le mur 
et la droite Xx parallèle au talus naturel, on verra, comme au 
§ o81, que la réaction Ro du mur est 

Si Ao est la hauteur AA', en abaissant la perpendiculaire b^ sui- 
te talus, on aura 

Q = — — ^ AX -h n ^0 cosw.AX, 
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I» » 
OU 

_, n , -, / 2/rorosa)\ hx.W 
2 V. b \j J A j- 

Il faut trouver le maximum de celte quantité lorsque le point X 
varie, ou le maximum du produit 

bx.W 

— r; » 

\x 

(|ui est indépendant de la surcharge. Ainsi, dans le cas d'une sur- 
charge uniforme, la ligne de rupture est la même que s'il n'y en 
avait pas et la présence de la surcharge augmente simplement la 
poussée dans le rapport 



/ 2/ioCosa)\ 



§ 086. 

CAS D'UHE SUBGHARfiE aUCLGONaUE. — Soit AB {Jig, A, PL XLIll ) 
lin mur soutenant des terres limitées par un talus ATq ou par un 
profil quelconque. Si, sur ces terres, pèse une surcharge, on peut 
toujours la représenter par un poids de terre limité par un profil 
convenable IFJ J'. 

Pour avoir la poussée sur une portion At du mur, menons une 
section quelconque 6X. Soit Q le poids feAlFX'Xfr limité par 
cette section et l'ordonnée correspondante XX' de la surcharge. 
On peut réduire cette aire aune base déterminée A(§ 15), de sorte 
cjue le poids du massif 6 Al F X'X 6 soit 

q étant une longueur connue. Porlous la longueur q sur une ver- 
ticale quelconque, par exemple suivant as à partir d'un poinl 
fixe a (^fig- à). 

Par le point s menons une parallèle à la poussée du mur dont 
la direction est connue, puisqu'elle fait l'angle «po si^'cc le mur et 
par le point fixe a une parallèle à la réaction de la section 6X, 
force dont la direction est également connue, puisqu'elle fait 
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l'angle cp avec la ligne 6X. Soit S le point d'intersection des deux 
lignes ainsi tracées. 

Pour diverses directions données à 6X, on trouvera ainsi une 
courbe lieu des points S. On mènera la tangente verticale à cette 
courbe. Soit S, le point de contacl. L'ordonnée Sj^i correspon- 
dante, menée parallèlement à la poussée, représentera cette force 
à l'échelle adoptée pour les forces, c'est-à-dire qu'on aura 

Ro= IIA X Si 5,. 

La section feX| qui a fourni le point Si sera la ligne de rupture. 

§ 587. 

POmT D'APPUGATION DE Là POUSSÉE SUR UH MUR PLAM. — Lorsqu un 
massif est limité par un talus plan, la poussée contre un mur est 
appliquée (§ 583) au tiers de sa hauteur à partir de son pied. 

Si le terrain n'est pas trop accidenté, on admet, en général, ce 
même point d'application. Mais, en tous cas, quelle que soit la 
surcharge, on peut trouver exactement le point d'application delà 
poussée. 

Soit (Jig* 7, PI' JiLII) AB un mur soutenant un massif quel- 
conque ATo» 

Nous savons trouver en grandeur, direction et sens, la poussée 
Ro sur une portion quelconque A6du mur. Portons cette poussée 
en ordonnée à partir du point b et normalement à AB à une 
échelle des forces convenue. Soit bb' cette ordonnée. Le Heu des 
points U forme une courbe Kb'^^'. L'ordonnée b^b\ au point A| 
infiniment voisin de b représente la poussée totale sur A6|. 

Donc la différence 

6, b\ - bb' r= p b\ 

représente en grandeur la pression sur l'élément bb^ et le rapport 

?b\ 

c'est-à-dire le coefficient angulaire de la tangente à la courbe AB' 
en 6' représente cette même pression rapportée à l'unité de lon- 
gueur. Pour obtenir ce coefficient angulaire, on mènera la lan- 
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génie è'Xr' et du point b' une parallèle à AB, sur laquelle on prendra 
une longueur arbitraire (un nombre simple d'unités); on mènera 
l'ordonnée kk^ jusqu'à la tangente. On mesurera cette ordonnée à 
l'échelle des forces adoptée pour les ordonnées bb' ; la longueur kk^ 
est connue d'avance mesurée à l'échelle de la longueur du mur AB. 
On divisera le premier de ces nombres par le second . 

Portons les quotients ainsi obtenus en ordonnées. On aura une 
nouvelle courbe Aè^'B''. La projection du centre de gravité de 
l'aire Aô^'B^^B sur le mur est le point d'application de la poussée 

cherchée, laquelle fait l'angle cp© avec le mur et est connue en 

grandeur. 

§ 588. 

SUB L'ACTION ttUE SUPPORTE URE gEGTIOH VERTICALE D'UI MASSIF A 
TALUS. — Dans Fintérieur d'un massif quelconque, considérons 
une section verticale de hauteur AB =y (^fig- 8, PI, JCLII), 

Soit cpo l'inclinaison de la pression qu'elle subit. On a néces- 
sairement ^o-f • 

On ne change pas le mode d'équilibre du massif en enlevant la 
partie du massif placée à gauche de AB et soutenant la paroi ver- 
ticale ainsi mise à nu par un mur de soutènement dont l'angle de 
frottement serait (Dq. 

Donc, si l'on connaissait l'angle cdo, on pourrait en déduire en 
grandeur, position et sens la pression, que nous appellerons R*., 
exercée sur AB. Pour chaque valeur de cpo comprise entre o et <p, 
on obtient donc ainsi une valeur correspondante pour R„. 

Si donc, à partir d'un point O, on mène des rayons vecteurs 
OM faisant avec l'horizontale les angles <po 6t que sur chaque 
rayon on porte une longueur OM proportionnelle à la valeur 
correspondante de Rp, le lieu des points M formera, pour chaque 
section verticale de longueur donnée, une certaine courbe. 

Mais si, comme il arrive le plus souvent, le massif est limité par 
un simple talus AT©, si AB ^ JK> on aura 

le coefficient r ne dépendant ni de la longueur y de AB, ni de sa 
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position à U intérieur du massif, ni du poids spéciGque II de celui- 
ci, mais seulement de l'inclinaison de son talus ATq et de Tangle du 
frottement. La longueur r est d'ailleurs un nombre abstrait indé- 
pendant de toute unité. 

Si donc on porte en rayon vecteur, non pas R^, mais une lon- 
gueur qui, à une échelle convenue, représente le nombre r, la 
courbe pq tracée une fois pour toutes pour un massif donné per- 
mettra de trouver la pression sur une section verticale quelconque 
si Ton en connaît la direction. 

Pour tracer celte courbe, il suffit de faire AB =^y =1 et II =1 
et d'appliquer pour chaque valeur admise pour «po lai construction 
graphique donnée précédemment, ou cette construction aidée du 
calcul (§ 582) si le point désigné par O tombait hors des limites 
de Tépure. 

§ 589. 

POUSSÉE SUB UH MUB FOLTGOHAL OU GOUBBE. ~ Considérons à pré- 
sent {fig- B, PL XLIll) un mur polygonal AoA|A2A3A4A5 à 
l'intérieur d'un massif limité par un talus AoT©. 

Soient j^'i, jK2î J^sj ••• les profondeurs des sommets Aj, Aj, 

Désignons par R|, R2, ... les réactions des côtés AoA|, 
A1A2, ..., c'est-à-dire des forces égales et contraires aux 
poussées que subissent ces côtés et qu'il s'agit de trouver. 

Nous traçons une fois pour toutes (/î^. b) pour le massif dont 
il s'agit la courbe Opq définie au paragraphe précédent. 

Supposons que, par un moyen quelconque, on ait trouvé, par 
exemple, les poussées R| , R2, R3, sur les trois côtés AqAi, A, Ao, 
A2A3; on demande de trouver en grandeur, position et sens la 
poussée R4 sur le côté A3 A4. 

A cet effet, nous remarquons que la portion 

AqAi Aj AaA^a^ Aq 

du massif limité par la verticale A4 «4 est en équilibre sous 
l'action : 

1** De son poids Q qui est connu; 

2® Des réactions R|, R2, R3, R4 dont les trois premières sont 
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supposées connues en grandeur, direction et sens et dont la der- 
nière est connue en direction et sens, puisqu'elle fait avec la nor- 
male à AaÂf Tangle connu cpo ; 

3"* De la réaction sur la section A^a^. 

Donc la somme des projections de toutes ces forces sur une 
droite quelconque est nulle. 

Projetons-les sur la droite xx' normale à R» ou faisant Pangle cpo 
avec A3 A4. 

La projection de R4 étant nulle, il en est de même de la somme 
des projections des autres forces. Ainsi, la projection sur xx' de 
la pression exercée sur A4a4 est égale et opposée à la somme des 
projections sur cette droite des forces données R|, Rj, R3, Q. 

Soit X cette somme ainsi connue. 

La pression sur A4 a.% est égale à 

/•i étant le rayon de la courbe /;</ parallèle à cette pression. Donc 
la projection de 7-4 sur une droite Ox" parallèle à xx' est égale à 

De là la règle suivante : 

1" Projetez les longueurs représentatives des forces connues Q, 
R,, R2, R3 sur xx' ; mesurez la somme de leurs projections à une 
ochelle des forces. Divisez le nombre obtenu par la force 

c'est-à-dire par la pression qu'un liquide de densité II exercerait 
sur A4 04. 

Le quotient indépendant de toute unité sera porté sur une 
droite Ox" parallèle à xx' à l'échelle adoptée pour les rayons 
vecteurs de la courbe )P<jr. Soit x^^ le point ainsi obtenu. Menez de 
.r" une perpendiculaire à Oa;'^ Elle coupera la courbe pq en r^. 
I^a direction Or^ sera celle de la pression exercée sur A^a^. La 
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grandeur de cette pression sera 

où - Uy^ est le nombre de kilogrammes déjà calculé et rt un 

nombre abstrait mesuré à l'échelle des rayons vecteurs. 

Elle est d'ailleurs appliquée au tiers de A4 04 à partir de A4. 
2" Construisez la résultante des forces connues 

(a) Q, Ri, Rt, Rs, R*. 

Celte résultante sera en grandeur et position la force cherchée 
R4 et sera de sens opposé. 

La construction de cette résultante exige le tracé du polygone 
des cinq forces (a) et d'un de leurs polygones funiculaires. Si I'od 
ne veut pas la position de R4, mais seulement sa grandeur, il 
suffit de tracer le polygone des forces. Si la longueur AsA4 est 
petite par rapport à y^ et ^4, la force R4 sera sensiblement au 
milieu de A3 A4. 

Ainsi, connaissant les poussées sur un certain nombre de côtés 
du mur, on la trouve sur le côté suivant. 

Or, on peut la trouver sur le côté AoA| par la méthode ordi- 
naire; par suite, on la trouvera sur A| Aa, puis sur A2A3, et ainsi 
de suite. 

Si, au lieu d'un mur polygonal, on a un mur courbe, on rem- 
placera approximativement la courbe par un polygone inscrit d'un 
nombre suffisant de côtés. 

§ 590. 

BÉFAETITION DES PBE88I0N8 D'UN BEMBLAI SUR L'EZTUDOS D'UIE 
VOUTE. — Nous avons dit précédemment qu'on admet en général 
que chaque voussoir d'une voûte supporte une charge verticale 
égale au poids du prisme de terre qui lui correspond. Cette hypo- 
thèse est évidemment absurde aux points de l'extrados, s'il y en a, 
où la tangente fait avec l'horizontale un angle plus grand que 
l'angle du frottement des terres qui forment le remblai, et elle 
n'est certainement pas exacte aux autres points. 

La méthode qui précède permet de trouver cette répartition. 
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Soit (yî^. I, PL XLIII) AqB la moitié de l'extrados d'une voûte 
symétrique par rapport à la verticale Aotto de son sommet, sup- 
portant un remblai limité par un talus quelconque aoTo. 

Divisons la courbe AoB en un certain nombre de parties égales 
et remplaçons-la par le polygone A^AïAs A3 A4 B. 

Soient j^o) yu yi^ ••• les ordonnées des sommets Ao, A|, 
Aa, . . . comptées depuis le dessus du remblai. 

A cause de la symétrie, la pression que les terres de gauche 
exercent sur la section Aq^o de la clef est horizontale. 

Donc cette section est dans le même cas que si elle était sou- 
tenue par un mur parfaitement lisse. On trouvera donc cette pres- 
sion par la méthode ordinaire, en faisant <po = o* I-f^ prisme de 

rupture fait (§ 584) avec Aca© un angle égal à ?• 

A présent, construisons pour Tangle <j) relatif au remblai et pour 
Tangle du talus aTo, qui sera généralement nul, la courbe pq 
du § 589. 

Connaissant la pression sur Ao«o qui est au tiers de cette ligne 
à partir de Aq, on en déduit par la méthode du § 589 d'abord en 
grandeur, direction et sens la pression sur A| a^ , puis la poussée 
sur le côté AqAi de la voûte; de celle-ci on déduira celle exercée 
sur le côté A| A2, et ainsi de suite. 

Ce sont les forces (non verticales) ainsi obtenues qu'il faudrait 
introduire avec les poids des voussoirs dans le tracé du polygone 
des pressions de la voûte. 

La méthode du Chap. I s'appliquerait d'ailleurs aussi bien 
(jue quand les forces sont verticales, sauf les simplifications ré- 
sultant des propriétés particulières aux courbes funiculaires des 
forces parallèles qu'on ne pourrait naturellement plus mettre à 
profit. 

§ 591. 

BUTÉE DES TEBRES. — Soit(/?^. 2, PL XLIII) ABCD un mur 
soutenant un massif quelconque BAEoTo. Supposons qu'en avant 
du mur soit un autre massif limité par un profil tel que A'^E'^jF'j,T'^. 

Soit bV une assise horizontale quelconque du mur. 

Désignons par 6X| le plan de rupture précédemment déter- 
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miné, de sorle qu'à l'étal d'équilibre-limile la poussée produite 
sur la partie \b de la face postérieure du mur est due au prisme 
frAEoXi qui tend à descendre le long du plan 6X| et à chasser la 
portion bACb' du mur devant lui en la faisant glisser de b vers b'. 

Cette portion du mur, à son tour, déterminera dans le massif de 
gauche un plan de rupture tel que b'\\ et la contre-pression pro- 
duite par le prisme 6'X',FJ,E'q.V'j, sur la partie 6'AJ, de la face an- 
térieure du mur est ce que Poncelet appelle la butée des terres, 

La butée exercée sur le parement (^ntier AJ, D s'oppose donc à 
ce que- le mur glisse sur sa base DB. Elle accroît sa stabilité dans 
une certaine mesure. C'est pourquoi il y a intérêt à pouvoir la dé- 
terminer. 

Le problème est le même que celui de la poussée, avec cette 
différence que l'élat d'équilibre-limite qu'on considère dans la 
poussée est celui pour lequel le prisme qui produit la poussée 
tend à descendre sur le plan de rupture 6Xi vers 6, tandis que le 
prisme qui produit la butée tend à glisser de b' vers X'j. Dans le 
premier cas, le frottement agit toujours en opposition avec la 
pesanteur, tandis qu'ici l'effet du frottement s'ajoute généralement 
à celui du poids du prisme, de sorte que, pour un même profil des 
terres, la butée est plus grande que la poussée. 

Mais les principes qui servent à déterminer ces deux forces 
sont les mêmes. On montrerait, comme au § 380, que le plan de 
rupture fc'X'^ est celui qui détermine sur le mur la butée minima 
(tandis que le plan de rupture 6X| est celui qui produit la poussée 
maxima). 

En raisonnant comme au § 381, on est amené à la construction 
géométrique suivante : 

Pour avoir la butée sur une portion b' S.'^ du mur, prenez sur le 
talus T'qFo, sur le(|uel on suppose que se trouvera le point X',, un 
point A", tel que le triangle b' A!'¥\ soit équivalent à l'aire 
h'V V A' 

Si le fossé FJjE'yAQ n'existe pas, le point A" est le point d'inter- 
section du talus unique TjjFj, avec 6'C. 

Par A'' menez A"T' parallèle au talus naturel des terres; par U 
menez b' O' faisant avec b'(Z l'angle 'j -\- Oq. 

Soit T' le point de rencontre de ces deux lignes et O' celui de 
la dernière avec le talus F'^ï'j,. 
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Sur T'^' comme diamètre décrivez une demi-circonférence. 
Par le point C menez la tangente O'/' à cette demi-circonférence. 
Ilabattez cette tangente O'^' autour de O' non plus sur O'è', mais 
sur son prolongement en x\ . ' 

La butée aura pour expression 

B= in6'Z%inO'T'A' 
ou 



Brr-n6'x', cos(çpoq:: s'), 

e' étant Tangle de CD avec la verticale, le signe — convenant an 
cas où CD est incliné, comme il est indiqué, vers le mur; le signe 
+ , dans le cas contraire. 

Si par le point x\ on mène une parallèle au talus naturel qui 
rencontre F'^^T'^, en X'^, la ligne 6'X', est la ligne de rupture. 

On voit bien que V x\ est plus grand que si Ton avait rabattu 
sur O'ô, c'est-à-dire qu'à profil égal la butée est plus grande que 
la poussée. 

Remarque, — Si, par le point 6', on mène 6' H parallèle au 
talus naturel jusqu'à sa rencontre en H avec le talus TJ^FJ^ pro- 
longé, qu'on décrive une demi-circonférence sur A'' H comme 
diamètre, qu'on mène la tangente O'^^ à cette demi-circonférence 
et qu'on la rabatte autour de O' jusqu'au talus, on retrouve le 
point X'^. 

Car, de ce que 

Ôv/ = 0'T'x0'6', 

on conclut facilement, par les triangles semblables de la figure, 



O'X'i = O'A' X O'H = O'r'i . 
§592. 

TABLES ET BÉ6LE EMPIEiaUE DE H. FLÂMAHT, POUR LE GÂS D'UN TALUS 

UHIilUE. — M. Boussinesq, dans divers articles insérés aux 

. i finales des Ponts et Chaussées {i^ semestre i883, p. 494 > 5io ; 

1**" semestre i884, p. 44^), a donné de la poussée des terres une 

IV. 6 
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analyse plus approfondie que celle qui résulte du principe de l'é- 
quilibre-limîte. Il cherche la vraie poussée et il trouve que, dans 
certains cas, même dans Thypothèse d^un mur plus rugueux que 
les terres, elle ne fait pas toujours avec la normale au mur un 
angle égal à l'angle du frottement (f des terres sur elles-mêmes; 
elle peut faire un angle moindre. 

Il a plus particulièrement étudié le cas le plus simple et le plus 
usuel d'un mur plan soutenant un massif limité par un talus. 

Sa solution analytique est d'un calcul assez laborieux, même 
dans ce cas. Mais, comme elle paraît bien d'accord avec les faits 
d'expérience constatés en Angleterre par Darwin et en France 
par M. Gobin, M. l'Ingénieur en chef des Ponts et Chaussées 
Flamant a eu l'heureuse idée de les réduire en Tables numériques 
et il a déduit de ses calculs une règle empirique très simple. 

Son travail est inséré aux Annales des Ponts et Chaussées, 
avril i885, p. 5i5. 
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\. PIECES SIMPLEMENT COMPRIMEES OU TIREES D'EGALE RESISTANCE. 

§ 593. 

Considérons une pièce sensiblement prismatique ABCD {Jig» 3, 
PL XLIII) à fibre moyenne verticale, reposant sur le sol par sa 
base CD, soumise à l'action de son poids et d'une pression donnée 
[\ uniformément répartie sur sa surface supérieure AB ou, au 
contraire {^fig* 4)» fixée par sa base supérieure CD et portant une 
charge P© uniformément répartie sur sa surface inférieure AB. 

Elle sera comprimée dans le premier cas, tendue dans le second 
et, dans les deux cas, exempte de flexion. 

Désignons par S l'aire de la section ab faite à une distance z 
de AB. 

La pression ou tension que supporte la section ab et qui sera 
uniformément répartie dans cette section est 



"/ 



S dz^ 

*.'0 



en désignant par il le poids spécifique de la matière dont la pièce 
est formée. 

La pression ou tension par unité de surface sera donc 



Po-+-n f Sdz 



Pour que la pièce résiste, il faut que cette force soit moindre 
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que celle qu^on ne veul pas dépasser eu égard à la matière ero 
ployée et que nous appellerons R. 

Ainsi, pour toute valeur de js, on doit avoir 



(0 



U f Sdz 
-4 ^R 



§ 594. 

FIÈGE DE SECTION GONSTAHTE. LIMITE DE HAUTEUR. — Si ia pièce est 
rigoureusement prismatique, c'est-à-dire si la section S est con- 
stante, on devra avoir 

(a) Pç±ns.,^ 

Il y a deux cas à considérer suivant que Po est ou non différent 
de zéro. 

Si Po= o, S disparaît de l'inégalité qui devient 

n>5<R 
ow 

(3) .5^- 

Ainsi, une tour en maçonnerie rigoureusement cylindrique, dont 

R 
la hauteur est moindre que le quotient - de la résistance à Técra- 

sement de la pierre par son poids spécifique, tient, quelque section 
qu'on lui donne, si elle ne porte aucune charge à sa partie supé- 

rieure. Au delà de la hauteur —, elle s'écrase sous son propre 

poids, aussi, quelle que soit sa section. 

Supposons une pierre supportant 2000^6 par centimètre carre, 
soit 2X10^ par mètre carré. 

Supposons que sa densité soit de 2,4, c'est-à-dire qu'elle pèse 
2400''^ par mètre cube. La hauteur que ne pourra pas dépasser une 
tour cylindrique formée d'une telle matière sera 

a X 10' 10* ^„„„ ^^ 

- --- -- — -- SSBS^jSS. 

2400 12 



M uns DE SOUTENEMENT. 85 

Mais la pierre qui supporte une telle pression esl l'exceplion. 

La brique dure ne supporte que 200 à 3oo''6 et même, à supposer 
une pierre supportant aooo''* comme charge d'écrasement, comme 
les mortiers s'écrasent sous une charge beaucoup moindre, on ne 
pourrait pas compter sur une résistance proportionnée à celle de 
la pierre. 

En supposant une résistance à l'écrasement de iSo''^ par centi- 
mètre carré, soit i5 x 10' par mètre carré et une pierre pesanl 
2000*^6 par mètre cube, la limite de hauteur serait 

i5 X 10* i5oo ^ „ 
— = 750". 

2 X lO** '2 

Si Po<o, l'inégalité (2) donne 

Po 



S> 



R — U^ 



Elle sera remplie pour toute valeur de Zy si elle l'est pour la plus 
grande d'entre elles, soit pour z = h^ h étant la longueur totale du 
prisme. 

Ainsi, on devra avoir 

(4) S>j, ^-'• 



R — tlA 

R 
Pour A=rr> on aurait S = 00, ce qui indique, comme. nous 

l'avons déjà trouvé, que celte hauteur ne peut être atteinte pour 
un prisme de section constante. Et, en effet, une tour atteignant 
cette hauteur s'écrasant déjà sans la surcharge Pq, on devait trouver 
qu'elle s'écraserait à plus forte raison avec la surcharge. 

De même un câble de mine se rompra sous son propre poids et, 

à plus forte raison, s'il porte une charge à son extrémité inférieure, 

R 
si sa longueur h dépasse le rapport - • 

En supposant un fer qui se rompe sous une charge de 3o''b par 
millimètre carré, soit de 3 x 10'' par mètre carré et ayant un poids 
spécifique de 7800», la longueur maxima d'un câble fait avec cette 
matière serait 

78 X 10» "" . 7» " â'6 " ^ 
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Mais, si l'on ne veut pas dépasser une charge de 6^^ par milli- 
mètre carr<^, la longueur maxima d'un câble cylindrique serait 

2 X 384,6 --769™, 2. 

§ 595. 

PIÈCE DE SECTION VÂBIABLE. — Mais^ si la section est variable, il n y 
a plus de limite à la longueur d'une pièce comme celles dont il 
s'agit. 

Si l'on se donne la loi de variation de la section S avec la hau- 
teur z, soit 

(5) S=:/(5), 

en portant cette valeur dans l'inégalité (1), si l'on effectue l'inté- 
gration du numérateur, on aura 



-n f'f 



(z)dz 



qui devra être vérifiée pour toutes les valeurs de z, 

§ 596. 

PIÈCE D'ÉGALE BÉSISTAHCE. — Pour que la pièce soit d'égale rési 
stance, il faut que l'on ait, pour toutes les valeurs de z, 






z 



s dz 



(7) ^ -R. 

Soit So la section CD répondant à z 1= o. Pour 3 = 0, l'équa- 
tion devient 



d'où 



^0 



<») So=^ 



Si l'on différentie l'équation (7) après l'avoir multipliée par S, 
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il viendra 
d'où 

(9) "s" "^ R ' 

(9') logS= -^-f-logC, 

G étant une constante. 

Or, pour >3 = o, on a S = So et, à cause de (8), 







c '0 


Donc 




c = s..^^ 


et, par suite 






(lO) 


S 





Telle est la loi suivant laquelle doit varier la section pour que la 
pièce soit d'égale résistance et alors, quelle qu'en soit la 
hauteur, toutes les sections supporteront la même pression ou 
la même tension R par unité de surface. 

Dans Ip cas où P© = o, la formule donne S = o. 

Dans la pratique, on est toujours amené à donner à la section 
extrême une valeur déterminée S©. S'il s'agit d'une tour ou d'un 
mur, ses dimensions en couronne sont généralement commandées 
par des considérations étrangères à la résistance. 

Supposons donc Sq donnée. 

Alors la section extrême Sq supporte une pression nulle et, si 
Ton adopte partout la valeur de S donnée par la formule (lo), 
toutes les autres sections supportent des pressions moindres que R 
et s'en rapprochant de plus en plus. On a en effet pour la pression 
ou tension dans une section S, puisque Po= o, 

n Sdz nSo e^''dz , ^ . 

SocR' 

de sorte que la pression ou tension se rapproche rapidement de R 
à mesure que z croît. 
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Remarque. — Au point de vue purement économique, il sérail 

mieux de procéder ainsi : la section supérieure S© de la tour étant 

commandée par les besoins de la construction, et étant supérieure 

à ce qu'exige la résistance, puisqu'au point de vue de la résistance 

on pourrait partir d'une section nulle, il est naturel de conserver 

cette section S© sans augmentation, c'est-à-dire de faire la partie 

supérieure de la tour cylindrique sur une hauteur Zo fournit* 

(§ 594) par l'équation 

R 

de sorte qu'au pied de cette partie cylindrique la pression par 

unité de surface serait celle R qu'on ne veut pas dépasser, et la 

pression totale serait 

Po ^^ RSq. 

A partir de là, on évaserait la tour, en adoptant les sections 
fournies par la formule (lo). De celte façon, la tour supporterait 
la pression voulue R depuis son pied jusqu'au pied de la partie 
cylindrique et une pression moindre, dans cette dernière partie. 

§ 597. 

GABLES, HUBS, GHEHIirÉES, TOURS D'ÉGALS BÉSI8TAHGE SOUS L'AGTIOV DE 
CHARGES ITERTIGALES. — Dans les câbles de mine, la charge Po est 
donnée : c'est le poids du minerai qu'on veut monter. Si le câble a 
une section rectangulaire d'épaisseur e et de largeur X, on aura 

d'où 

p "^ 

de sorte que la largeur \ varie comme l'ordonnée d'une courbe 
exponentielle. 

S'il s'agit d'un mur dontrépaisseur en couronne e© est donnée, 
soit parce que le mur porte une charge Po, soit par d'autres con- 
sidérations, et si Ê est l'épaisseur à une distance z du sommet, on 
aura 
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en supposant que l'on considère une longueur de mur égale à 

Tunité. Par suite 

JI. 
(i3) e — eoe»^", 

et répaisseur du mur varie aussi comme l'ordonnée d'une expi)- 
nentielle. On prendra pour les deux parements des courbes symé- 
triques, si le mur n'a pas d'autre charge à supporter que son 
poids. 
Soient 

To le rayon intérieur d'une cheminée dont la cavité intérieure est 

cylindrique ; 
Sq son épaisseur au sommet; 
£ son épaisseur à une distance z du sommet. 

On aura 

et de même 

S — mt{2rQ-^ z): 

d'où 

H. 

e(9.ro-+- £j = eo(2ro-f- eo)e** " 

et 



('4) 



i/ "y"^ 

— ro-+-V rJ-heo(2ro-+-So)e'» , 



qui indique l'épaisseur à donner en chaque point de la cheminée 
et, par suite, la courbe méridienne de la surface extérieure. 

Pour une tour la formule est la même. 

S'il s'agissait d'un obélisque circulaire plein, on aurait 



et 

n 

— — « 

(i5j e=eoe*** 



pour le rayon e à adopter en chaque point. 

La méridienne serait encore la courbe exponentielle. 

On peut aussi, dans tous ces cas, utiliser la remarque de la (in 
du paragraphe précédent. 



9» 
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B. - MURS SOUTENANT UNE PRESSION D'EVU. 



§ 598. 

PRESSION DE L'EAU SUE DUE PAROI CTUNDRIQUE. — Considérons une 
paroi cylindrique dont les génératrices sont horizontales et doni 
la section droite est AB {fig* i5). 

Fig. i5. 




Elle supporte la pression d'un liquide que nous supposons être 
de l'eau, dont le niveau est AA'. 

Si Ton considère un élément ab=^ds^ la pression qu'il sup- 
porte est 

/?= ^yds, 

II étant le poids spécifique de Teau et y la distance au niveau AA' 
du milieu de l'élément ds, 

r 

Soient aa= dy et a6=rfxles projections verticale et liori- 
zontale de ds. 

La pression p^ normale à aè, peut être décomposée (§ 31) cd 
deux autres, Tune horizontale 



(i6) 

Tautre 

(i6') 



dor 



Px^ Wydy. 
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La résultante Px de ces dernières est • 






en désignant par h l'ordonnée BB' de l'extrémité B de la paroi, 
soit 

(17) '^•^=~T"' 

L'ordonnée t) de son point d'application est fournie par Téqua- 
lion 



P:r7) = n/j^«drr-ny 



d'où 



(18) 7) — -h. 

Ainsi, la composante horizontale de la résultante des pres- 
sions exercées sur une paroi courbe AB esl\indépendanie de sa 
forme. Elle est la même que celle des pressions qui s'exerceraient 
sur une paroi verticale BB', projection de la paroi considérée. 

Il n'en est pas de même de la composante verticale P^ de la ré- 
sultante des pressions exercées sur AB. 

Celle-ci a pour valeur 

(19) Pj.= ll / ydx. 

C^est donc Vaire du triangle mixtiligne ABB' qu'on ne peu i 
évaluer que si la courbe AB est donnée. 

L'abscisse Ç de son point d'application par rapport à nue verti- 
cale Oy quelconque est donnée par la formule 



\?y^ 11 f yxdx 



ou 

dx 

'0 



(20) \ \ ydx^ f yx 



C'est l'abscisse du centre de gravité de cette même aire 
\BB'. 
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On voit donc que, si AB est une ligne droite, la pression P^ est 
(21) Py=n-AB', 

et son point d^application est au tiers de B'A à partir du point B^ 

§ 599. 

GOramONS DEBÉSISTANGE D'UH MUR DE SOUTÊNEHEirT. — Si un mur 
est soumis à l'action de son propre poids et à des forces horizon- 
tales ou inclinées, il faut, comme pour les pieds-droits d'une 
voûte, que la résultante de la pression exercée sur le pied du mur 
et généralement sur toute assise horizontale, 

1° Coupe cette assise dans son tiers moyen ; 

2° Fasse avec la verticale un angle moindre que l'angle du frot- 
tement de la maçonnerie sur elle-même (on admet généralement 
que cet angle peut aller jusqu'à 3o°); 

3^ Que la pression maxima par unité de surface ne dépasse pas 
une valeur donnée dépendant de la nature de la pierre employée. 

§ 600. 

■UB8DE 8EGTI0N BEGTAN6ULAIBE OU TRIANGULAIRE. — Si Ton consi- 
dère, d'après cela (7?^. 6), un mur ABCD à parois verticales 
d'épaisseur e, de hauteur A, la pression de l'eau est une force 
horizontale appliquée au tiers de DB à partir de D et a pour ex- 
pression 

1 

Et si l'on désigne par 8n le poids spécifique de la maçonnerie, 
le poids du mur est 

Q = 8nAe. 

La résultante de ces deux forces est nécessairement à gauche du 
milieu de la base CD. 

Pour qu'elle soit contenue dans le tiers moyen de cette base, il 
faut que la somme des moments par rapport au point t pris au 



tiers de CD à partir de C soit nulle ou positive en comptant posi- 
livement le moment du poids Q. Il faut donc que 



6 -''3-° 
e> - A» > o 

Fjg. .6. 



Ainsi, le rapport de l'épaisseur à la hauteur du mur doit élrc 
au moins égal à l'inverse de la racine carrée de la densiLé de la 
maçonnerie, rapportée à celle de l'eau, ou exprimé en tonnes par 
mèlre cube. Supposons cette densité de 2, aS ; on devra avoir 



formule qui donne une première idée des dimensions à donner â 
un mur soutenant une colonne d'eau. 
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Supposons un mur dont la seciiou soît un triangle recUugle 
isoscèle ACB dont ta paroi AC est verticale ijtg. 17). 

I^e poids de la maçonnerie passe au tiers de la base à partir du 
point C. il faut dune que la pression P y passe aussi. 

C'est ce qui a lieu. 

\insi, un tel mur satisfait à la première condition de stabilité 
(|ui est la condition essentielle. On vérifie aisément si elle satisfait 
aux deux autres. 



L'épaisseur moyenne du mur n'est ici que -■ On voit donc que 
celle forme est plus avantageuse qae la précédente, et si I'od ne 
peut l'employer strictement, parce qu'il est nécessaire, dans la 
pratique, de donner une certaine épaisseur au sommet du mur, il 
convient de s'en rapprocher. 

§801. 

■DBS AVEGFBCITS. — Considérons à présent {/ig. 18, p. 96) un 
mur ABCD dont la section ait la forme d'un trapèze. 
La pression P de l'eau agit au tiers I de ia paroi DB. 
Sa valeur est 

(a-ij P = {nh <Bh, 

h étant la hauteur du mur. 

Il est aisé de composer cette force avec le poids du mur et iIp 
vérifier graphiquement si la résultante de ces deux forces passe 
dans le tiers moyen de la base. 
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Si elle n'y passe pas, il faut augmenter les dimensions du mur. 
Si elle y passe, on peut les diminuer par tâtonnement, jusqu'à ce 
qu'elle passe exactement au tiers i de CD à partir de C. C'esl 
alors qu'on aura, pour la Terme du mur considéré, la section de 
maçonnerie la plus (ailjie possible. 
Kig. >8. 
A>- -S B 



Au lieu de procéder graphiquement et par làtonnemeut, ou 
|ieul, par le calcul, résoudre directement le problème. 

Soit AB ;-r E l'épaisseur en couronne. Menons les verticales A« 
et Bfr et soient C« ^- », Db^^p. La hauteur du mur est h. 

Soit O le milieu de aO. Ecrivons que le moment de la résultante 
du poids du mur et de la pression de l'eau par rapport au point O 
est égal à la somme des moments des composantes. 

Soient X et Y les composantes horizontale et verticale de la 
résultanie qui passe au point / et, quel que soit ce point, dési- 
gnons par Ç la distance l'O. 

Nous comptons les moments positifs de gauche à droite. Par 
suile, le moment de la résultante est 

-yç. 

D'ailleurs Y se compose du poids de la maçonnerie et de la 
composante verticale de la pression P, soit 

„ „,,/ x-t-?.\ QA3 



96 a*" SECTION. — CH.VP. IV. 

Ainsi, le moment de la résultante est 



■■*îK-^')-l] 



Le moment du poids du triangle ÂGa est 



-n«»!=-.l). 



Le moment du poids du rectangle ABab est nul 
Le moment du poids du triangle B6D est 



2\3 2/ 



Le moment de la composante horizontale de la pression, 



nA« h „A» 

X TT = — n -rr 



Celui de la composante verticale, 

Donc le théorème des moments donne, en supprimant le fac- 
teur h, 

-e[K-'-^V-î] 

On voit que 

ç--. tO = OG-Ot 

ou 

» e a-i-£-^-Q Ê fta — 3 

^ = — ha = — i -• 

^2 2 6 3 

Par suite, en multipliant par G, 



(iS) 



K?-t)-K'-¥)-p^?-t)-**- 



équation du second degré en e, a, j3, h. 



MURS DB SOUTÈNEMENT. 97 

On peut donc se donner Tépaisseur en couronne e, le fruît AC, 
c'est-à-dire a, et trouver p, par la condition que la pression sur la 
base passe en i. 

En ordonnant l'équation qui est du second degré en ^, on aura 



P-(î-7)? 



-^ Se* -h SSsa -+- 8a« — A« = o. 



Comme on se donne a et e et qu'on veut déterminer la direction 
de la paroi d'amont de façon que la pression totale exercée sur la 
base CD passe au tiers i de sa base, on commencera par supposer 
cette paroi verticale et Ton vérifiera si, dans ces conditions, la 
pression passe à gauche de i. Si elle passait à sa droite, elle y 
passerait a fortiori si Ton donnait un fruit à BD. On prendrait 
alors BD vertical. 

Supposons qu'on ne puisse pas adopter cette solution, c'est- 
à-dire que, si BD était vertical, la résultante passerait à gauche 
en i. 

Cela signifie que, dans ces condition^, le moment de la pression 
par rapport à £ serait négatif au lieu d'être nul, c'est-à-dire que 
pour p = o le premier membre de l'équation ci-dessus est né- 
gatif. 

Ainsi on commencera par examiner le signe de la quantité 

Si cette grandeur est positive, on adoptera la paroi d'amont 
verticale. Dans le cas contraire, l'équation du second degré ci- 
dessus ayant son dernier terme négatif admet deux racines réelles 
et de signes contraires. On adoptera la racine positive, ce qui 
déterminera la direction à donner à la paroi. 

§ C02. 

GOmmOH DE BiSISTANGE-UMITE SUR LA BASE. — On peut aussi dis- 
poser des fruits des deux parois en adjoignant à la condition pré- 
cédente celle d'avoir sur la base une pression maxima donnée R 
par unité de surface. 

La pression totale sur la base est Y. Comme cette force est 
appliquée au tiers de la base à partir du point C, la pression en D 
IV. 7 
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f 

est nulle et celle en C est double de ce qu^elle serait si la force Y 
était uniformément répartie sur la base, soit 



2Y 



Donc on doit avoir 



Soit 






P 



= R. 



équation du premier degré en a et p. Si Ton en tire la valeur de a 
et qu'on la porte dans Téquation (a5), on aura une nouvelle 
équation du second degré en ^ qu'on pourra résoudre. Avant p, 
on en déduira a par la résolution de Téquation du premier degré 
ci-dessus. 

§ 603. 

HUBS A PAROIS POLYGONALES OU COURBES. — Supposons un mur 
(/^o • ^? ^'' -^LIII) divisé en assises et limité par des parois poly- 
gonales ou une paroi plane et une paroi poly^gonale. 

On peut se proposer, en se donnant Tune des parois qu'on 
prendra alors plane (ce sera, en général, celle d'aval), de disposer 
de l'autre de façon qu'en chaque assise la pression passe au tiers 
extérieur, ou disposer des deux parois en adjoignant à la condition 
précédente celle d'avoir une pression normale donnée R sur 
chaque assise. 

Ces problèmes peuvent se résoudre aussi bien que ceux du 
paragraphe précédent. 

Supposons d'abord que l'une des parois étant données, plane 
ou non, on veuille disposer de l'autre de façon que la pression sur 
chaque assise passe en son tiers d'aval. 

On se donne l'épaisseur en couronne A(,B(, = eQ suivant la 
nature du mur et en dehors des conditions de résistance. La paroi 
d'aval étant, je suppose, donnée, il existera une certaine hauteur 
AqA'^ telle que, la paroi d'amont BoB'^ y étant prise verticale, la 
pression passe partout dans le tiers moyen de la portion consi- 
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dcrce du mur. Pour obtenir cette hauteur, il suffit, dans l'équa- 
tion (25), de faire p = o et de la résoudre par rapport à A. 

Ayant ainsi Fassise A'(,BJj telle que la portion cherchée de paroi 
placée au-dessus d'elle doit être prise verticale, on divisera le 
reste de la hauteur du mur en parties égales ou inégales; il s'agit, 
dans chaque portion du mur ainsi obtenue, de trouver la direction 
de la paroi d'amont. 

Supposons le problème résolu pour toute la partie du mur 
placée au-dessus d'une assise A^^B,,, de sorte que Ton connaît la 
portion de paroi BqB;,; il s'agit de trouver le côté B/jB^^i. 

Soit 

Menons les verticales A,, a,,, B„ft„ et soient 

C'est cette dernière grandeur qui est l'inconnue du problème. 

Désignons par i,i le tiers extérieur de A„B,, ; par /«+< le point 
analogue pour A„^|B„+| et par O le milieu de anbn» 

Par hypothèse, la pression sur A,|B„ passe en /«. Soient X„, Y„ 
ses composantes horizontale et verticale. On a (§ o98) 

'À 

en désignant par j^„ la distance verticale entre A„B,| et le niveau 
du réservoir. 

On connaît donc tous les X;,. 

Quant aux composantes Y;,, il est aisé de les calculer de proche 
en proche. 

Soit Y«+i celle relative à l'assise A„^_4 B„^.<. 

La force Y„^| se compose de celle Y,, plus le poids du massif 
de maçonnerie AnA,i^_<B„B„^i, plus la composante verticale de la 
pression exercée sur B„B„^4. 

Le poids de A^B^ A^^i B^,.,., se calcule aisément. Il a pour ex- 
pression 

en désignant par fin la distance verticale des assises An^n et 

A/|_|,i Un-\~i • 
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Élevons en B,i et Bn^^ des perpendiculaires à la droite B«Bfl+, 
respectivement égales à yn et J^/i+i, de manière à former le tra- 
pèze BnBn^ib'f^b'„^^ qu*on peut décomposer dans le rectangle 
Bnb'^Bn^iCn et le triangle b'„Cnb'„^^. 

Les ordonnées de ce trapèze représentent les pressions. Le rec- 
tangle représente une pression uniforme appliquée, par suite, au 
milieu de B/iB;,^! et dont la composante verticale appliquée au 
milieu de Bn+vbn est 

Le triangle représente une pression appliquée au tiers de B/,B;,^i 
et dont la composante verticale, appliquée au tiers de Bn^i bn à 
partir de B^+i , est égale à 



Donc 






On connaît Yo qui est le poids du rectangle AoA'^BoBJ,. 
Donc, en faisant successivement dans cette équation 

n = i, 2, 3, ..., (« — i), 

comme par hypothèse on connaît par des opérations antérieures 
Po ^2» ^3) •••> P/*, oiï connaîtra aussi Y|, Y2, Y», ..., Y„. 

Quant à Y;,^i, Téquation ci-dessus en donne Texpression en 
fonction de V inconnue P/i+i. 

Écrivons à présent que le moment de la pression sur A„^.| B«+i 
par rapport au point O est égal à la somme des moments des forces 
dont elle se compose. 

Le moment de cette force est 

V / 6/1 , ^ «rt-m — P/14-1 \ 
-Y„+.(^-g- + 3 j. 

Or la force qui agit en i„^^ se compose : 

i^ De celle qui agit en in et dont les composantes X;, et Y» sont 
connues; 
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4^ 



2*» Du poids A;,B;,Art+, B„^., ; 

S"" De la composante horizontale de la pression sur B^B/i^, ; 

4° De la composante verticale de celle force. 

Les moments de ces forces par rapport au point O sont : 

— A \ —Y — • 

o 

_ Sri A„ ?^ (?^ -t- ^) -H 3nA„ ^""-'- (^ + ^) ; 

-^"-iiï(r-..-rn); 



" ?n-ht yn 



En égalant la somme de ces moments à celui de la résultante, 
on aura, en changeant les signes, 



rt+I 



E/i , t^g/i4-! — P/i-H 



(^ 



3 



) 



—- hfi^n-^ 






(»7') 



P// ^1 / P// «-1 



8nA„ [-î^ (^ -H ^) - 2±ti / 

A?, 



t)] ■ 



n^(^«+i-l-a>'«) 



En remplaçant, dans celle équation, Y^^^ par sa valeur (27), 
on aura une équation du deuxième degré à résoudre eu Pn^^^ 

On voit donc que, connaissant la partie B^.iB^ du parement 
cherché, on en conclut le côté suivant B,|B;„^4. 

Or, on connaît le parement vertical BoB'^^ ; on en déduit le côté 
B'jjB,, puis de proche en proche les côlés successifs. 

On peut aussi disposer des deux parements de façon à satisfaire : 
I** à la condition qui précède ; 2" à la condition d'avoir, dans toutes 
les assises, la même pression maxima R par unité de surface. 

Supposons qu'on ait délermlné les deux portions A^ A» et BqB/^ 
des parois; il s'agit de délerminer les deux côlés suivants A,. A;,^4, 
I>/|B/i^i. 

Or la pression tolale sur An^iB„^i est Y„_|.,. Celle force étant 



loa 2* SECTION. — CIIAP. IV. 

appliquée au tiers de A^^iB^^i à partir de A„^|, la pression en 
Bn+i est nulle ; la pression maxima est en A„^i (§ 5o3) et est double 
de celle qui existerait si ia pression totale Y„^4 élait uniformé- 
ment réparlie. Elle est donc 

el l'on doit avoir 



S/» -H Œ/i-m -+- ^/»-+-i 



2Y„+, 



= R, 



£,i -h a«4-i ■+- p/i-f-1 

soit 

I 

Dans cette équation, tout est connu sauf ol„^i et ,3//+i. Si Ton en 
tire, par exemple, la valeur de oLn^i et qu'on la porte dans (27'), 
on aura une équation du second degré à résoudre. On en cherchera 
la racine positive; puis l'équation du premier degré (28) donnera 
la valeur correspondante de a^^i. 

En appliquant ce procédé de proche en proche à partir de AoBa, 
on aura les deux polygones cherchés. 

§ 60i. 

MURS DE SOUTÈNEMENT DE TERRES. — On peut se faire a priori une 
idée de l'épaisseur moyenne à donner à un mur qui soutient des 
terres, par un raisonnement analogue à celui du § 600. 

Supposons un mur ayant pour section un triangle rectangle ABC 
(/ig' ^9» P- ïo3) dont le côté AB soit vertical et le côté AC qui 
supporte des terres ayant l'angle de frottement cp soit incliné de 

l'anerle — + 2 sur l'horizontale. 

Les terres sont supposées limitées par un talus ou par une sur- 
face peu accidentée, en sorte que la poussée est appliquée en I au 
tiers de CA à partir de C. 

Le mur est rugueux, de sorte que la pression Ii fait l'angle o avec 

la normale à AIC ou l'angle ~ cp avec IG. Soit i Je point de 

rencontre de cette force avec la base BC du mur. 
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Dans le triangle ICi les angles I et C sont respectivement ip 

et ^ ^ î. Donc l'angle i est aus^i — + - et ce triangle est isoscèle. 
De là on déduit facilement que Ci'est les deux tiers de CB. Comme 
le poids du mur passe aussi en i, il en est de même de la résultante 
de ces deux forces. 



isi k = AB est la kautciir du mur, sa base est 
et son épaisseur moyenne est 

Pour tf =: So", on a 

in 30° i 



B (M) =•■"«-= lS:-^ = 



tang( 

Donc 

f- [ i^ 

«oit environ 

e = o,3oA. 
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Pour ^ = - , 

tang(^- - ^j = tane^ = — ^; = — = 0,20. 

e 

T = 0,20. 

h 

On admet généralement que l'épaisseur moyenne d'un mur 
soutenant des terres ordinaires est dans les environs du tiers de 
la hauteur h. C'est voisin de ce que nous obtenons si l'on admel 
l'angle de frottement de 3o**. 

Pour des terres plus stables, la forme triangulaire permet cer- 
tainement une épaisseur plus faible. On peut, pour plus de sûreté 
encore, accoler au triangle le parallélogramme ACA'C, de façon 
à obtenir la section ABA'C. 



§ 605. 

DOHlltES EMFIRIflinES. — Nous extrayons des savantes Leçons de 
stabilité des constructions professées à l'Ecole d'Application de 
Fontainebleau par M. le capitaine Ventre les indications sui- 
vantes : 

« Formules. — Dans sa théorie analytique de la poussée des 
terres, le général Poncelet a donné la formule suivante, pour 
déterminer l'épaisseur d'un mur de revêtement, 

e = o,85(H + /.)Ung(^-?)^,, 
dans laquelle 

II représente la hauteur du mur, 

h » la hauteur de la surcharge, 

tf » l'angle du talus naturel, 

Il » le poids du mètre cube de terres, 

n' » le poids du mètre cube de maçonnerie. 

» Si Ton fait dans cette formule 

if = 3 ^' ^ = <^' 
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ce qui suppose un lalus nalurel de 4^° ^^ ce qui donne 

on obtient 

c = 0,285(11-+- A), 

formule souvent employée dans les avant-projets. 

» Au sujet de celte formule, nous ferons les remarques suivantes : 

» 1** L'hypothèse çp = 45" s'applique à ce qu'on appelle d'or- 
dinaire les terres moyennes. 

» Mais le général Ardant fait observer, avec juste raison, que le 
talus de 45° n'est affecté naturellement par aucune espèce de 
remblai ameubli par la pioche, et qu'on ne peut, avec des terres 
meubles, de quelque nature qu'elles soient, monter un talus à 4-^° 
que par un régalage et un damage faits avec soin, en créant une 
cohésion factice qui se détruit au bout d'un temps plus ou moins 
long. 

» 11 serait, par conséquent, plus naturel d'introduire, dans la for- 
mule, l'angle -r — - qui correspond au talus naturel de 35", que; 
Ton rencontre le plus ordinairement. 

ans ce cas, — — -î- = 5j", tang:-- — ^^-- o.od environ. I^a 
or mule deviendrait alors 

» 2** Lorsque la surcharge h n'est qu'une fraction de la hauteur 
H, ou au plus égale à H, la formule e = o, 285(11 -f- A) donne des 
épaisseurs admissibles. Mais, lorsque l'on a des revêtements sup- 
portant, comme cela se présente souvent, des charges de terre 
considérables, toujours plus grandes que H, on est conduit, en 
l'appliquant, à des épaisseurs évidemment exagén'cs. Aussi, un 
grand nombre de constructeurs ont-ils été conduits à des formules 
dans lesquelles h est affecté d'un coefficient plus petit que celui 
de II. C'est ainsi que M. le colonel du Génie Dambrun propose la 
formule 

"11 ' . 
e = -U -+- -zh. 

o 5 
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» Nous avons, de notre côté, appliqué aux cas énumérés par M. le 
colonel Dambrun la construction géométrique du général Pon- 
celel, en admettant, pour les terres, un talus naturel de 35°, et nous 
avons trouvé que la formule qui représenterait l'ensemble des ré- 
sultats obtenus serait 

e = -H -^ - h. » 



§ 608. 

VÉRIFICATION DE Là STABILITÉ D'ITN MUR DE BEVÊTEMERT. — En gé- 
néral, pour les murs de soutènement des terres, on procède comme 
pour les voûtes : on les établit d'après les indications empiriques 
qui précèdent; puis on détermine ainsi qu'il a été indiqué au Cha- 
pitre précédent la poussée qu'ils supportent. On compose celte 
force avec le poids du mur et Ton vérifie si la résultante passe 
dans le tiers moyen de la base, si elle n'est pas inclinée à plus de 
3o" sur la verticale et si la pression maxima qu'elle détermine sur 
la base ne dépasse pas la valeur-limite qu'on admet. 

On peut faire ces mêmes vérifications pour diverses assises. 

On pourrait se poser, pour de tels murs, les mêmes problèmes 
que pour les murs soutenant de l'eau (§ 604). Mais le moyen le 
moins long d'en obtenir une solution approchée, c'est de procéder 
par fausse position ou par tâtonnements; d'admettre une première 
inclinaison de la paroi ou des parois inconnues; de voir où cetle 
supposition fait tomber la pression et de modifier la donnée selon 
que le résultat s'éloigne plus ou moins de celui qu'on recherche. 
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CHAPITRE V. 

ACTION DU VENT SUR LES MAÇONNERIES. CHEMINÉES, TOURS, 

CUVES DE GAZOMÈTRES. 

§607. 

AGTIOH DU VEUT SUR UNE SURFACE DE RÉYOLUTIOH. — Nous avons vu 
(§ 596) comment on peut construire une cheminée ou une tour 
de façon qu'elle soit d'égale résistance sous l'action de son propre 
poids et d'une pression verticale en son sommet. 

Mais ces édifices doivent aussi résister à l'action du vent. 

Nous savons (§ 175) que, si le vent frappe une surface plane 
d^une superficie égale à l'unké, sous un angle d'incidence* a avec 
une vitesse V, la pression normale à la surface frappée qu'il pro- 
duit est 

X:V*cos*a. 

On a, en général, au plus 

sauf dans les lieux d'une grande altitude particulièrement exposés 
aux ouragans; là, on peut avoir (§ 485) 

(T) A:V» = 273''«. 

Supposons une surface courbe frappée par le vent. Rapporlons- 
la à trois axes de coordonnées rectangulaires, l'axe des x étant 
pris dans la direTction du vent supposée sensiblement horizontale. 

Prenons un élément rfS de cette surface autour d'un point dont 
les coordonnées sont x^ y^ z. 

Soient a, p, y les angles que la normale à cet élément, prolongé 
du côté de la pression produite par le vent, fait avec les axes. 

La pression exercée sur l'élément rfS est 

(a) />--^ X:V«cos«ac?S. 
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Ses composantes parallèlement aux axes sont 

IPj. r= k\^ cos»a rfS, 
Py = A: V cos* a cos p dS, 
jo- = A: V* cos* a cos y t/S , 
Sî 

(4) t^(-^, 7» -) ^o 

est l'équation de la surface et qu'on pose 



on a 



, 1 dF 
cosa :- : - --, 
A a.r 

n ï àF 

_^ I àF 

Supposons, en particulier, que la surface considérée soit (Jig» ao, 
p. 109) une surface de révolution autour d'un axe vertical 0: 
projeté horizontalement en Oo- Nous supposons que le vent souffle 
dans une direction horizontale parallèle à Taxe Ox; le méridien 
de la surface parallèle à cette ligne sera appelé le méridien prin- 
cipal et pris pour plan des xz. 

Il est clair que la résultante des pressions qu'il produit .sur la 
surface est située dans ce plan. 

Les composantes py s'équilibreront deux à deux et il suffit de 
chercher la résultante des composantes px parallèles au vent et 
celle des composantes verticales pz» Soient P^ et P^ ces deux 
forces. En les composant, on aura l'action totale du vent sur la 
surface. 

Soient r la distance à l'axe 0-5 d'un point M projeté horizontale- 
ment en Mo et z son altitude au-dessus du plan des xy. 

Considérons autour de ce point un élément rfS ou pqrs compris 
entre deux parallèles ab et cd de distance dz et deux méridiens 
ayant pour traces horizontales Oo/?o''o ^^ Oo^o^o? formant avec 
le méridien principal les angles 6 et 6 -h rf9. 



On aura 
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dS = r d^ dsy 
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Fig. 20. 




ds désignant la longueur ac ou un élément de la courbe méri- 
dienne. 
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D'ailleurs, si 

(7) *=J\^) 

est réquation de celle courbe, Téquation de la surface est, comme 
on sait, 

(8) ^-^/(r). 

D'autre part, 

/ X = rcosO, 

(9) <r--rsinô, 

et, d'après les formules ci-dessus rappelées, 

(10) { àx '' ^ ^ dx -f ^ ' r dr 

d¥ dz . ^ ÔV 

oy dr dz 



ou, comme 



(II) ^--ir 



ds^ ~ dx^ -T dy^, 

ds 
Tr' 



en comptant Tare s de la courbe méridienne dans un sens conve- 
nable. Par suite, 

/ \ dz o ^- • A dr 

(12) cosa= -^cosO, cosp — j- sinO, cos^ = — -j^y 

formules qu'on pourrait facilement établir directement. 

Par suite, les composantes pxi Pz de la pression sur réiément 
rfS ont pour expression 



(i'J) 



\px—- ^^'*''(^t) ^-scos^OûTO, 



On peut composer toutes les forces p^ et toutes celles pz rela- 
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li veinent aux divers éléments rfS compris entre les parallèles ah 
el cd. 

On aura pour résultantes des forces p'j.^ p^ ayant pour expres- 
sions 



m 



V 



t 

4 

2 



o 



r 



/>;=-AV'/Y^yé//- r cos«orfo. 



,^ cos30 H- 3 COR 6 

cos' = , 7 

4 

.. i-hcosiO 
cos^O = : 



•1 



d'où 



rr 



/ cos'6 û?8 = - ( ., sin h3sin-j = -(— - 

,' „ 2 \3 'A 2 / 2 V 3 



or 

2 



31 = ^, 



CI 



f cosîO^O=- 



Par suite, 



(i4> 



Y 



i*v.,.(J)-^.. 



Î»-(S)" 



/?;. = - -A-V^rf^ ) dr. 



Soit t Tangle que rélément t/i* = a6 du méridien principal ou 
parallèle à la direction du vent fait avec la verticale. 
On a 

dz dr 



• • 



-— = cQsi, -7- = sin i, 
ds ds 

d'où 

{px= ^kW^rcos^idz, 
(14 bis) ^ 

/?'j. = A: V /• ces t sin i ds. 

Si le vent, au lieu de frapper la surface courbe, frappait direc- 
tement le plan méridien qui lui est normal, alors, au lieu de ren- 
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contrer la surface courbe comprise entre les parallèles ah et crf, 
il rencontrerait la portion correspondante de ce plan, c'est-à-dire 
celle projetée verticalement en u{> et ayant pour aire 

irds, 

KJJe y développerait donc une pression horizontale 

q = ikV^r dz. 



Donc 



/>!r = I y cos» I, 



< r» ) < 

\ Py = — -- q cos i sin i. 

4 

D'où ce théorème : 

Théorème. — Lorsque le vent, soufflant horizontalement, 
frappe une surface de révolution à axe vertical, son action sur 
la portion de la surface comprise entre deux parallèles infini- 
ment voisins a pour composantes : 

i** Horizontale, la pression qu* il produirait s* il frappait la 
projection de cette portion de surface sur un plan perpendi- 
culaire à sa direction, multipliée par les \ du carré du cosinus 
du demi-angle d'ouverture i du cône circonscrit à la surface 
suivant les parallèles dont il vient d^ être parlé; 

•>i" Verticale, cette même pression multipliée par le produit 



TïJ ... 

- cost sine. 



§608. 

AFPUGATIOH AU GTLIHDRE. — Si la surface est un cylindre de révo- 
lution, on a partout / = o, d'où /?^ =: o et p'^ = |y. Ainsi : 

Théorème. — La pression exercée par lèvent sur un cylindre 
de révolution vertical est les f de celle qu'il exercerait sur son 
plan diamétral s'il le frappait normalement. 
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APPUGATIOH AU CONE DE BÉYOLUTIOH. — Si la surface est conique, 
l'angle / est constant; par suite, les forces Pj, et /?' sont l'une el 
l'autre proportionnelles à r dz^ c'est-à-dire à Taire aciiv. 

Donc : 

I ° Leurs résul tantes sont proportionnelles à l'aire totale Gq Uq «i O, 
qui se réduit ici à un trapèze, puisque la méridienne aQa^ est 
une droite; 

2** Elles sont l'une et l'autre appliquées au point où l'horizontale 
du centre de gravité de cette aire coupe la droite ao^f. Ainsi : 

Théorème. — Si le vent soujjle horizontalement sur une 
portion de cône de révolution dont le demi-angle d* ouverture 
est i et dont Vaxe est vertical y comprise entre deux parallèles 
quelconques : 

i^ La pression totale quHl y développe est appliquée au 
niveau du centre de gravité du demi-trapèze placé du côté où 
frappe le vent, déterminé dans la surface conique par la sec- 
tion méridienne principale ; 

a° Les composantes horizontale et verticale de cette pression 
s^ obtiennent respectivement en multipliant l'aire de ce demi- 
trapèze par r cos^ i et — cos i sin i. 
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AFPLIGATIOH A UNE CLOCHE EH rOBUE DE CALOTTE SPHÉBIOUE. — Dans 
le cas d'une sphère de rayon a, comme la tangente au méridien 
principal en un point est perpendiculaire au rayon, on ^{fig» 21, 

p. I i4) 

r = a cos t, 



z = a sin£, 



dz^=- a cos idi. 
IV. 8 
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Par suite, la formule (i4 bis) donne 



p'^= >X:V»a«cos*irft, 



(iG) 



( 



m 



p\ = A: V* a' cos' * sin i di. 



Donc les composantes F^. et P^ de la pression totale exercée sur 
rhémisphère ASB sont 



(17) 



rr 



P', 



f.v.««jr' 



cos^ idi 



rj 



j Fy = A: Va* / cos^ is'midi: 



Fig. 82. 




et, si Ton appelle i et 2^ les distances du point d'application de 
ces forces respectivement à la verticale et à l'horizontale du centre, 
on aura 

îp;=sr/>;, ;p;,.= i:z/>:„ 



ou 



2 



(18) 



5 P^ = — - A- V» a» f cos» t sin i di 



CT 



4 r* 

tP'jc= ô X: V* a* / cos* i sin i di. 
3 Jo 



On a, d'après les formules de Moivre, 

cos4« = cos*/ — 6 cos^t sin^t H- sin*t = 1 — 8 cos^isin^i 
= 1 — 8 cos* i -i- S cos* i ; 
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d'où 

COS^l — I -. ces 4 2 — I ces 2 4-4-1 
COS*t = ^- h COS*i = i 

8 82 

et 

/ COS* ldL= -77 TîJ. 

D'autre part, 

/, . . ... cos*t 
cos3 1 sin t ai = — ? 

/, . . . ,. COS^i 
CCS* is\niai= — • 

Les équations (17) et (18) donnent donc 

La force horizontale est la moitié de la pression que produirait 
le vent s'il frappait normalement une section diamétrale de la 
sphère; la force verticale est le quart de celte même expression. 



§611. 

Remarques, — Connaissant la pression que le vent exerce 
sur des maçonneries de forme donnée, on peut en vérifier la sta- 
bilité comme on l'a fait pour celles qui supportent une pression 
d'eau. 

Habituellement, les constructions (cheminées, tours) s'écartent 
peu de la forme cylindrique et l'on n'a pas égard à la composante 
verticale du vent. 

La pression exercée sur une cheminée est les | de celle qui se 
produirait si le vent en frappait normalement la section diamé- 
trale. 

Pour la stabilité, il faut que la résultante de cette pression qui 
passe au milieu de la hauteur de la cheminée et de son poids 
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coupe la base à rintérîeur du noyau central, soit à l'intérieur d'un 

cercle de rayon —(i-j-m^), R et niH étant respectivement les 

ravons des circonférences extérieure et intérieure de la base. 

On peut se proposer au sujet de la pression du vent des pro- 
blèmes de stabilité analogues à ceux du § 537. 
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TROISIEME SECTION. 

SYSTÈMES RÉTICULAIRES A LIGNES OU CONDITIONS SURiVBONDANTES. 



CHAPITRE VL 

THÉORIE CINÉMATIQUE ET MÉCANIQUE DES DÉPLACEMENTS 
DANS LES SYSTÈMES RÉTICULAIRES EN GÉNÉRAL. 

§ 612. 

LEHMES BE GÉOMÉTBIL — Lemme I. — Si deux côtés Â6 et ÂC 
d'un triangle conservent leurs longueurs et que la longueur a 
du troisième côté varie d'une quantité infiniment petite ol, la 
variation que subit V angle opposé A s'obtient en divisant a 
par la hauteur correspondante du triangle. 

L'angle A. croit d'ailleurs ou décroît suivant que le côté 
opposé BG= a s'allonge ou se contracte, c'est-à-dire suivant 
que CL est positif ou négatif. 

En effet, soit {fig* 2?., p. 118) ABC un triangle dont les côtés 
opposés aux angles A, B, G sont a, i, c. On a 

a* = 6* -H c* — %bc cos A. 

Supposons à présent que le côté a devienne a + a, a étant 
positif ou négatif, les deux autres côtés conserv'ant leurs longueurs, 
et soit 8 A la variation correspondante de l'angle A. 

Dans le nouveau triangle, on aura 

(a -f- a)« = 6» 4- c* — ibc cos( A 4- oA). 
Retranchant la première égalité de la seconde et négligeant le 



ii8 



terme en a- 
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aa = — 6c[cos(A -j- oA) — cosA], 
aa = 6csin(A -+- |oA)sinoA, 

ou, comme SA est infîniment petit, on peut négliger ^oA. devaDt 
A et remplacer sin SA par SA, d'où 

aoL = bc sin A oA. 

Or, bc sin A, étant le double de Taire du triangle ABC, peut être 
remplacé par le produit ah du côté BC, par la hauteur correspon- 
dante. 

Fig. 22. 




Donc 



ou 



a = hoX 



oA = V • 
h 



Lemme II. — Étant donné {/ig- ^3, p, 119) un quadrilatère 
articulé ABCD dont les quatre côtés sont de longueurs inva- 
riables, on le dé/orme de façon que l'une des diagonales, celle 
AD = a par exemple, s'allonge d'une quantité donnée ol posi- 
tive ou négative. U accroissement positif ou négatif de Vanfik 
des deux côtés opposés du quadrilatère, par exemple des côtés 

AB et CD, est égal au quotient -j > h étant la distance de la dia- 
gonale AD au point de rencontre O des deux autres côtes du 
quadrilatère. 

Les côtes du quadrilatère déformé ayant mêmes longueurs que 
ceux du quadrilatère ABCD, plaçons le second de façon qu'il ail 
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le côté AB en commun avec le premier. Soient alors c et d ses 
deux autres sommets. On aura 

Ac = AG, 

Brf=BD, 

cd= CD. 

Fig. 23. 




La ligne CD de longueur invariable peut donc être amenée en 
cd en glissant entre les deux arcs de cercle Ce elDd décrits des 
points A et B comme centres et aussi, comme on l'établit en Ciné- 
matique, par une rotation infiniment petite autour du point de 
rencontre O des côtés AC et BD prolongés. 

Ce que l'on cherche, c'est l'angle dont a tourné CD pour venir 
en cd ou, ce qui revient au même, l'angle dont tournerait le triangle 
OCDautour de O, pour venir en Ocd, Cet angle est rfOD =: cOC. 

Or, si nous considérons les deux triangles AOD et AOrf, ils 
ont le côté AO commun, le côté OD==Orf et leurs troisièmes 
côtés Ad et AD différant de a. 

Donc, en vertu du lemme I, l'angle DOrf= j-y h étant la hau- 
teur de ce triangle mené du sommet O, l'égalité ayant lieu non 
seulement en grandeur, mais aussi en signe. 

Remarque. — Dans le cas où {Jig> 24, p. 120) les côtés AC et 
BD seraient parallèles, la règle ci-dessus deviendrait illusoire. Mais, 
dans ce cas, les arcs de cercle infiniment petits Ce et Drf décrits 
des points A et B pouvant être confondus avec des droites per- 
pendiculaires à la direction commune de AC et de BD, la figure 
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CDcd^ OÙ CD = crf, est un parallélogramme. L'angle dont a 
tourné CD est donc nul; mais il est utile de connaître la grandeur 
Ce = Drf du déplacement de translation qu'a éprouvé cette droite. 
Si Ton mène Ad et qu'on abaisse dk perpendiculaire sur la diago- 
nale AD, on a D^ = a. Ainsi : 

i^ La translation Dd de la droite CD est perpendiculaire à la 
direction commune de AC et BD; 

Kig. 2'^. 



2** Sa grandeur et son sens sont tels que sa projection sur la 
diagonale Al) représente l'allongement ou la contraction a de 
cette ligne; elle est 



a ce 



«N 



sinADB sino 



§613. 

Théorème. — Lorsqu'une barre (que nous désignerons par 
la lettre a) d'un système réticulaire (*) subit une dilatation 
positive ou négaVwe a, toutes les autres barres consentant leurs 



(*) Nous rappelons que (§95) nous nommons ainsi {^fig. 25, p. 122) un système 
simplement triangulé. Les pièces formant pourtour de la figure sont appelées les 
pièces principales; les pièces diagonales sont appelées élrésitlons, ou traçons, on 
poinçons. 

Le sommet M opposé à une barre principale NP est le sommet du triangle 
NPM dont cette barre fait partie. 

Nous appelons sommet opposé à une barre diagonale MP le point d'intersection 
Q des directions des deux barres principales PN, CxM appartenant au quadrilatère 
dont la barre considérée MP est une diagonale (§ 203). 
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longueurs, le mouvement de la partie du système située d'un 
côté de la barre a relatii^ement à l'autre laissée fixe est une 
simple rotation autour du sommet opposé à la barre a\ l'angle 

de cette rotation est égal en grandeur et signe à — / » c'est- 
à-dire au rapport changé de signe de l'allongement positif 
ou négatif CL de la barre, à sa distance h à son sommet opposé, 
cette distance étant elle-même comptée positivement ou néga- 
tivement selon la convention du § 205 (*). 

Considérons le système réliculaire {fig^ 25, p. 122). 

1° Supposons d'abord que la barre a qui s'allonge soit une 
barre principale supérieure NP. 

Dans le triangle MNP, les longueurs des deux côtés MN, MF 
restent invariables et le côté NP s'allonge seul de a (l'allongement 
pouvant être négatif). 

Supposons que le côté MN reste fixe; alors toute la partie du 
svstème réliculaire placée à gauche de MN reste aussi fixe, puisque, 
par hypothèse, le côté NP est le seul dont la longueur se modifie; 
par suite (lemme I), le côlé MP tourne autour du point M d'un 

îingle égal à la valeur du rapport 7 > h étant la distance de NP au 

sommet M qui lui est opposé, en entraînant avec lui toute la 
partie MPA' du système réticulaire située à sa droite, de sorte que 
loute cette partie tourne relativement à la partie de gauche laissée 
fixe, de l'angle indiqué. 

Convenons de compter les rotations positivement ou négative- 
ment suivant qu'elles ont lieu de gauche à droite (sens des aiguilles 
d'une montre) ou de droite à gauche. 

On voit alors que, si a est positif, c'est-à-dire si NP s'allonge, la 
rotation sera elle-même positive, et vice versa, et comme, d'après 
nos conventions, h est ici négatif, Tangle de la rotation sera bien 

~ h 



(*) Cette convention consiste à regarder h comme positif ou négatif, selon que 
le sommet opposé à la barre considérée est au-dessus ou au-dessous de cette 
barre (voir, pour plus de détails, la première Partie, § 203). 
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2*^ Le même raisonnement subsisterait s'il s'agissait d'une barre 
principale inférieure. Alors A serait positif; mais la rotation serait 

de signe contraire à a et, par suite, encore égale à — r* 

3° Supposons enfin que la barre qui subit un allongement a 
soit un étrésillon MP. 



Considérons le quadrilatère MNPG dont les quatre côtés sont 
de longueurs invariables, sa diagonale MP changeant seule. 

Fig. 35. 







-.--' /?xp **-. 




Admettons que le côté MN et, par suite, toute la partie du sys- 
tème réticulaire placée à gauche de cette ligne restent fixes, que le 
côté PC se déplace infiniment peu de façon à venir occuper une 
position PiC|, telle que la nouvelle diagonale MP^ ait une lon- 
gueur MP + a, la ligne PC entraînant avec elle toutes les barres 
situées à sa droite. 

Le mouvement de toute cette figure invariable PCA' sera une 
rotation infiniment petite autour du centre instantané de la 
ligne PC, c'est-à-dire autour du point que nous avons appelé 
le sommet opposé à la barre MP, et il résulte du lemme II 

que l'angle dont elle a tourné est égal à la valeur absolue dcrj 

h étant la distance de ce point O à la ligne MP. 

On voit d'ailleurs qu'ici la rotation autour de O qui amène 
toute la figure PC A' en P^ C| Aj a lieu de droite à gauche pour un 
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observateur placé en O; elle est donc négative. D'ailleurs, 
MPi = MP 4- a est plus grand que MP, c'est-à-dire que a est 
positif; h est aussi positif, puisque le sommet O opposé à la barre 
MP est au-dessus de celle-ci; donc la rotation est bien encore 

égale à — |. 

On vérifierait la [proposition de même pour un étrésillon NM 
incliné en sens contraire. 

Remarque L — Si les deux barres principales NP, MC étaient 
parallèles, le point O passerait à l'infini. On aurait h = ce et 

^ = o. Nous avons vu, en effet (remarque faite à la suite du 

lemme II), que dans ce cas il n'y a pas rotation, mais simple 
translation d'une partie de la figure relativement à l'autre. 

Lorsque l'on considère une poutre ou un arc de hauteur constante, 
cette circonstance se présentera pour tous les étrésillons. Ainsi : 

Théorème. — Dans une pièce {arc ou poutre) de hauteur 
constante, les dilatations ou contractions des étrésillons ne 
produisent pas de rotations élastiques ou de rotations des por- 
tions de la pièce les unes relativement aux autres, mais de 
simples translations ou glissements; les dilatations ou contrac- 
tions des barres principales produisent seules des rotations re- 
latives ou flexions. 

Si la pièce, sans être de hauteur rigoureusement constante, 
est de hauteur progressivement et lentement variable, ce qui a 
lieu le plus souvent dans la pratique, ce théorème s^ applique 
encore approximativement. 

C'est pourquoi on néglige souvent, dans la pratique, les rota- 
tions dues aux variations de longueur des étrésillons. 

§614. 

GOMPOSmOH DES DÉPLACEMENTS DES NŒUDS D'UN STSTËME BÉTIGULAIBE, 
ra FONCTION DES ALLONOEUENTS DES BARBES. — Considérons {fig. 25, 
p. 122) un système réticulaire quelconque A A'. On suppose 
d'abord le nœud extrême de gauche A fixe, ainsi que la direction 
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de la barre AE (non sa longueur). On se donne les dilatations el 
contractions de toutes les autres barres et l'on demande de déter- 
miner le déplacement qui en résulte pour un nœud quelconque M. 
Si une seule barre a s'allonge de a, toutes les autres conservant 
leurs longueurs, il y a deu\ cas à distinguer, suivant que celle 
barre est issue du point M ou placée à la droite de celles qui 
émanent de M ou à leur gauche. Dans le second cas, le point M 
ne se déplacera pas. Ainsi, si la barre PQ s'allonge, toutes les 
autres barres conservant leurs longueurs, la barre AB étant sup- 
posée fixe, toute la figure ABPM, qui reste, par hypothèse, de forme 
invariable, sera aussi fixe, et c'est seulement la partie PCA' qui se 
meut. 

Si, au contraire, une barre a telle que NB s'allonge de a, toutes 
les autres conservant leurs longueurs, toute la partie EiNA' de la 

ligure tournera d'un angle — , autour du sommet E opposé à la 

barre considérée. 

Outre les barres situées à la droite de M, il faut considérer celles 
émanant du point M lui-même. On voit que la barre ME fournira 
une rotation autour de N, à laquelle participera le point M. De 
même, l'allongement de l'étrésillon MN fournira une rotation 
autour du sommet opposé à cette ligne, la partie NEA de la figure 
restant fixe, mais le point M se mouvant. 

La barre MP donne lieu à une rotation autour de N, ou la 
partie NMA de la figure et, par suite, le point M restent fixes; de 
même, rallongement de la barre NP ne donne pas de mouvement 
pour le point M. 

Il y a encore une remarque à faire au sujet de l'effet produit 
sur le point M, par l'allongement de la barre extrême de gauche AE 
supposée de direction constante. Le point E se meut sur la direc- 
tion fixe AE; de plus, la longueur AB est constante. Donc le 
centre instantané de la rotation est ici en O', à la rencontre de la 
perpendiculaire élevée en B à AB avec la droite AE (prolongée 

s'il y a lieu), et la rotation autour de O' est t> h étant la dislance 

O'B comptée positivement si O' est au-dessus de AB. 

Moyennant ces observations, nous pouvons énoncer la proposi- 
tion suivante : 
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Théorème. — Si le nœud extrême de gauche A d\ui système 
réticulaire est fixe, si de plus l'une des barres AE issues de ce 
nœud conserve une direction invariable, le mouvement d'un 
nœud quelconque M dû aux dilatations positives ou négatives 
de toutes les barres du système s'obtient en composant entre 

elles toutes les rotations ,- dues aux dilatations de celles des 

h 

barres qui sont placées à la gauche du nœud considéré, en y 

comprenant la barre principale de gauche et Vétrésillon de 

gauche issus de ce point. 

Supposons à présent que la barre AE reçoive elle-même une 
rotation arbitraire autour du point A, toutes les barres conservant 
leurs longueurs, le point M y participera comme toute la figure. 

Il en est de même si le point A lui-même reçoit un déplacement, 
toutes les barres conservant leurs grandeurs et leurs directions, 
ce qui imprime à la figure tout entière une translation égale au 
déplacement du point A. Donc : 

Théorème. — Le déplacement le plus général possible qu* 
peut recevoir un nœud M d* un système réticulaire qui se dilate 
ou se contracte sous une influence quelconque s'obtient en 
composant cinématiquement le déplacement de l'un des 
nœuds h. placés à sa gauche {que ce soit le nœud extrême ou 
non) : i"* avec la rotation que reçoit l'une des barres AE issues 

de ce nœud; 2" avec toutes les rotations — -r dues aux dilata- 

lions CL des barres comprises entre celle AE et le point M 
(^y compris la barre principale de gauche et l'étrésillon de 
gauche issus de ce point). 

Remarque. — On sait que deux rotations, soit parallèles, soit 
concourantes, se composent exactement comme des forces; de là, 
on conclut que les rotations, en général, se composent comme des 
forces. Ici, il s'agit de rotations autour d'axes tous perpendicu- 
laires au plan de la figure et par conséquent parallèles. Elles se 
composent donc comme des forces parallèles. Or des forces paral- 
lèles admettent, en général, une résultante unique égale à leur 
somme algébrique (étant convenu que Ton compte positivement les 
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forces qui ont un sens convenu arbitrairement, mais une fois 
pour toutes dans chaque problème, et négativement celles qui ont 
le sens opposé) et dont le point d'application est fourni par le théo- 
rème des moments relativement à un plan ou, si l'on veut, par les 
formules du § 124. Par suile, il en est de même des rotations. 

Rapportons donc la figure [^fig* aS, p. laa) à un système d'axes 
rectangulaires quelconque O^, Oy. Soient ^', y les coordonnées 
du sommet O opposé à une barre a', c'est-à-dire les coordonnées 

de l'axe de la rotation — p (^ sera un nœud si la barre considérée 

est une barre principale). Désignons par j::©» JKo les coordonnées 
du point A et par too la rotation arbitraire qu'on donne à la barre AE 
entraînant avec elle la figure tout entière. 

La rotation Wo et les rotations — ^ auxquelles participe un 

point P se composent en une rotation unique û égale à leur 
somme, soit 

(A) ^ = *^o-2J' 

s 

en désignant par \^ une somme se rapportant à toutes les barres 

s 
placées à gauche du point P que l'on considère. 

Celte rotation résultante û a lieu autour d'un point dont les 

coordonnées Ç, tj fournies par les formules du § 124 sont 



(B) 



I e 



Il faut y ajouter une translation égale au déplacement du 
point A. 

§ 615. 

EZPBESSIOH DES GOMFOSAIITES DU DÉPLACXaiENT D'UN NŒUD. — Soient 
Il et Kf les projections sur les axes de coordonnées (Jig» a5, p. 122) 
du déplacement d'un nœud Q dont les coordonnées, dans l'état na- 
turel du système, sont x et y. 
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On peut obtenir directement u et i^. 

Soient en effet œ' et y les coordonnées du sommet O opposé à 
une quelconque des barres MP placées à gauche du point Q ; soient 
h' la distance positive ou négative du point O à la barre MP et a' 
l'allongement positif ou négatif de celle-ci, de sorte que l'angle w' 
dont cet allongement fait tourner le point Q autour de O est 






Supposons que les rotations positives comptées de gauche à 
droite aillent des y positifs vers les x positifs. 

Alors les projections du déplacement du point Q dû à la rota- 
tion lû' sur Taxe Oa: et Taxe Oy sont respectivement (§ 294, 
11^ Partie, p. 22) 

soit 

Les composantes du déplacement total dû aux allongements des 
barres sont donc 

e 



2^(^-*')> 



g 



^\ se rapportant à toutes les barres placées à gauche de P. 

Soient Uq, Vq les composantes arbitrairement données du dé- 
placement du point A; Xof yo ses coordonnées, ioq la rotation 
aussi arbitrairement donnée de la barre AE autour de A. Cette 
rotation donne encore au point P un déplacement dont les com- 
posantes sont 

^o(y—yo), ^(uo(a:—Xo). 
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Donc, on a définitivement 
(G) ) '^, 

qu'on peut encore écrire 



(Cl) 



t; = Pq-t- (UqXo — 



^ g ^ g 



\ s ir / ç 



§ 616. 

OfFLUENGE DE LA TEHFÉRATUBE. — Les formules de pure Cinéma- 
tique qui précèdent sont indépendantes de la cause qui déter- 
mine la dilatation a des barres; que cette cause soit rélasticité 
ou la chaleur ou les deux réunies, les formules subsistent pourvu 
que a désigne pour chaque barre a' l'allongement total qu'elle 
a subi. Dans cet allongement, il est convenable de distinguer la 
partie due à la chaleur de celle due à l'élasticité. 

Désignons par (x! cette dernière seulement. Pour avoir l'expres- 
sion de celle due à la chaleur, soit o' le coefficient de dilatation d'une 
barre a', et supposons que sa température s'élève de t' degrés 
centigrades à partir d'une température initiale qui sera celle de la 
pose des ouvrages, t' étant négatif s'il y a abaissement de la tem- 
pérature ; alors son allongement positif ou négatif sera ôVa'. Donc 
les formules (A) et (B) deviennent 

g 

g 

g 
De même les formules (G) deviennent, en mettant en évidence 



\ 
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les effels de la température, 

OÙ les sommes se rapportent aux lettres accentuées. On peut les 
écrire comme celles (C|), à savoir : 



(C\) 



8 



[<o,-2(^,-.ÔVa')j^^|(J-.SVa')y, 
^„„_2(^-.a'x'«')j.-2;(^.S'x'a').'. 



u = Uq — Wo^o-^ I Wo — 



§617. 

CHAHGIÏlIElfTS DANS LES DISTANCES MUTUELLES DES NŒUDS D'UN SYSTÈME 
BÉTIGULAIBE. — Soient {/ig- 25 6/^, p. 1 3o) Aq et Mo les positions de 
deux nœuds quelconques d'un système réticulaire dans son état 
naturel. Soient A et M les positions qu'ils prennent après une 
déformation élastique du système, en sorte que leurs déplacements 
sont respectivement Aq A et Mq'M. 

Projetons les points A et M en a et m sur la ligne AqMq. 
Conime les déplacements sont très petits, l'angle e de AM et de 
AoMo est lui-même très petit de l'ordre des déplacements. 

Par suite, la longueur AM ne diffère de sa projection que d'une 

quantité de l'ordre de s-^ ou de Tordre du carré des déplacements 

qu'on néglige. Donc, nous pouvons, dans les limites de Tapproxi- 

malion adoptée dans la théorie mathématique de l'élasticité, 

écrire 

AM — am, 

et, par suite, l'allongement positif ou négatif qu'a subi la 
distance AcM© des deux nœuds considérés est 

Ax\l — AoMo= am — AqMo = M© m — Aq^, 

c'est-à-dire égal à la différence des déplacements MoMet AqA des 
deux points estimes suivant la direction AqMq. 

IV. o 
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Gela étant, prenons la droite AoMo pour axe des x, alors les 
projections des déplacements des deux points sur AoMo sont re- 
présentées par u et Uq et l'allongement positif ou négatif qu^a subi 

Fi g. 25 bis. 



«v 



la droite A^Mq est représenté par la différence u — Mq. Et comme 
on suppose j'o =y = o^\di formule (G) du § 615 donne 

(Cî) «^ — "o = 2^ry• 

Ainsi : 

Théorème. — Pour avoir V accroissement positif ou négatif 
qui se produit dans l'écart entre deux nœuds quelconques 
d'un système réticulaire, par suite d'allongements quel- 
conques donnés à tout ou partie des barres qui le composent, 
il sujffit de multiplier l'allongement positif ou négatif o! de 
chacune des barres comprises entre les deux nœuds considérés 

par le rapport j-, des distances positwes ou négatives du 

sommet opposé à cette barre à la droite qui joint les deux 
nœuds considérés et à la barre elle-même et de faire la somme 
des produits ainsi obtenus, 

§ 618. 

ALLOmEMERTS DES BABBE8 SURABONDAHTES B'Ul STSTÈME BÉTICDUIBS 
EH FONCTION DES ALLONfiEIIERS DES BABBES BU STSTÉME. — Gonsidérons 
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à présent un système réticulaire à k lignes surabondantes, soit un 
système à n nœuds renfermant 2/i — 3 4- A: lignes. 

Nous supposons, comme cela arrive en général, dans la pratique, 
que parmi ces lignes il en exîsle 2/i — 3 formant un système 
simplement triangulé ou rcticulaire. 

Connaissant les allongements positifs ou négatifs des barres qui 
le composent, on peut trouver Faccroissement de distance qui en 
résulte pour deux nœuds quelconques, c'est-à-dire rallongement 
d'une barre surabondante joignant ces nœuds ; de sorte qu'en vertu 
de la formule (Cj), en appelant AAB l'allongement d'une barre 
surabondante AB joignant deux nœuds quelconques A, B, on a, 
en supprimant les accents, 



B 



(C.) AAB =2^7, 

A 
B 

OÙ ^ exprime une somme se rapportant à toutes les barres com- 

A 

prises entre les extrémités A et B de celle que l'on considère ; a l'al- 
longement de l'une de ces barres, h sa distance à son sommet op- 
posé et y la distance de ce même sommet à la barre AB. 

Celte formule est facile à retenir et s'obtiendrait d'ailleurs tout 
de suite en observant que le déplacement du point B par rapport 

mm 

à celui A supposé fixe résulte des rotations — t autour des 
sommets opposés aux barres comprises enlre A et B. 

§ 619. 

CONSTEUCTION fiBAPHiaUB DES GOEFriGIEHTS QUI ENTBEHT DANS LES 

FOBHULES. — Les coefficients t' t' t- <iui entrent dans les formules des 

rotations et des déplacements peuvent se construire graphiquement en 
grandeur et signe à l'aide de deux théorèmes que nous allons établir. 

Théorème I. — Le coefficient -r relatif à une barre a d'un système 

réticulaire est égal en grandeur et signe à la tension {positive ou né^ 
gative) que ferait naître dans cette barre un couple de moment -+-i 
appliqué à l'extrémité de gauche de la pièce supposée encastrée à son 
extrémité de droite. 
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Soit {fig^ 26) un système réticulaire quelconque; quelles que soicnl 
les forces qui le sollicitent et les appuis sur lesquels il repose, suppri- 
mons-les par la pensée et regardons-le comme encastré à son extré- 
mité de droite, c'est-à-dire regardons le point A' comme fixe, ainsi que 
la direction de la barre A'B') tous les autres points du système étant 
libres. 

Concevons qu'on prenne un point arbitraire Co et qu'on le relie invaria- 
blement à la pièce, par exemple, par deux barres fictives CqA et CqB, de 
sorte que l'ensemble Go A B A' forme un système réticulaire encastré sui- 
vant A'B' et libre à son extrémité Gq. 



Fig. 26. 




Donc nous pouvons, par les procédés graphiques développés au § 95. 
trouver les tensions que produisent, dans ce système, des forces donnée> 
quelconques. 

Supposons qu'on choisisse, comme forces extérieures données, deu\ 
forces appliquées respectivement en G© et en A et formant un couple do 
moment -r-i, c'est-à-dire tendant à faire tourner son bras de levier do 
gauche à droite. 

Désignons par y^ la tension positive ou négative que déterminent ces 
deux forces dans une barre quelconque a, en sorte que )r est une force 
connue graphiquement et comptée positivement si c'est une tension. 

Mais nous pouvons aussi calculer cette force par le théorème de Ritier 
(§ 20i) qui donne en grandeur et signe 



M 
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xM désignant la somme des moments relativement au sommet opposé à la 
barre considérée des forces extérieures agissant à gauche de celle-ci. 

Mais ici, les seules forces agissantes étant deux forces formant un couple 
de moment + i» on a, quelle que soit la barre considérée, M = i. Donc 

Théorème II. — Étant donnés deux axes rectangulaires quelconques 
Co^r, C^y, situés dans le plan d'un système r et iculaire {fig. 26, p. iSa), 
si ron désigne par x et y les coordonnées du sommet opposé à une 
barre a et par h la distance positive ou négative de ce même sommet 
à la barre elle-même, et que Von compte les moments positifs, en allant 

des y positifs vers les x positifs, la quantité -r est égale en grandeur 

et opposée en signe à la tension que fait naître dans cette barre une 
force de grandeur i appliquée à V origine des coordonnées Co, suivant 
Go 37, le point Gq étant supposé invariablement lié à l* extrémité de 
gauche AB du système réticulaire et celui-ci étant encastré par son 
extrémité de droite, 

X 

De même la quantité -r est égale en grandeur et signe à la tension 

produite dans les mêmes conditions par une force de grandeur i ap- 
pliquée suivant Gq^'. 

Supposons toujours le système Gq A A' libre à son extrémité de gauche et 
encastré suivant la barre extrême de droite A'B'. 

Le point Gq, origine des coordonnées, étant relié aux deux points A et B, 
appliquons suivant C^x une force GF égale à l'unité. Nous pouvons déter- 
miner graphiquement les tensions qu'elle détermine dans les diverses barres. 
Soit X celle produite dans une barre quelconque MF dont le sommet op- 
posé soit le point ayant pour coordonnées x et y. 

Le théorème de Ritter donne 

Mais M se réduit ici au moment de la force GqF relativement au point 
Si Ton compte les moments positifs des y vers les x, soit de gauche à droite 
sur la figure, on a 

M=-GoFxr=-J^, 
d'où 

On aurait de même, en appelant X' les tensions dues à ne force i ap- 
pliquée suivant Coy, 

V- ^ 
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Remarque /. — Si l'axe des x est dirigé suivant AA', le triangle BCA' 
devient inutile et il suffît d'appliquer la force i au point A' dans le 
sens A'A. 

Remarque II. — Dans ce qui précède, nous avons regardé les rotations 
comme positives de gauche à droite. Si l'on faisait l'hypothèse inverse, cela 
changerait les signes des deux membres des équations (A) ci-dessus. Donc 
ces équations sont indépendantes de cette convention. Mais, si l'on comptait 
les moments positifs des x positifs vers les y positifs, les deux dernières 
équations seraient remplacées par 

§ 620. 

NOUTELLE FOEHE DONHÉE A L'EXPRESSION DE L'ALLOMEltEn B'UIfi 
BABRE SÏÏRABONDAHTE. — Soit à trouver dans une pièce réticulaire quel- 
conque l'allongement d'une barre surabondante AB joignant deux nœuds 
quelconques A et B d'un système réticulaire par suite d'allongements 
donnés a des barres du système. Nous avons vu que cet allongement a pour 
expression 



^^«=i;i->'- 



Appliquons aux deux points A et B deux forces égales, dirigées sui- 
vant AB, toutes deux de grandeur égale à l'unité de force et tendant à 
écarter les points A et B, c'est-à-dire dirigées comme seraient des forces 
remplaçant une tension -h i de la barre si on la coupait près de ses extré- 
mités et qu'on enlevât la partie moyenne de façon à ne laisser subsister que 
les deux bouts attenant aux nœuds A et B. Supprimons toutes les autres 
forces agissant sur le système et supposons-le libre et en équilibre sous 
l'action des deux forces fictives dont nous venons de parler. 

Nous pouvons trouver graphiquement les tensions qui en résultent sur 
les barres du svstème réticulaire. 

Soit X la tension positive ou négative ainsi produite sur la barre carac- 
térisée par les lettres a, y, h. On a par le théorème de Ritler 

^- h- h' 



B 



Donc 
(Gj) AAB=yXa. 

A 

On peut encore écrire 

(G4) AAB = 2X!x, 
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la somme L s'étendant à toutes les barres du système, car il est évident 
que, sur les barres non comprises entre les points â et B, les tensions pro- 
duites X sont nulles, de sorte qu'elles ne donnent rien dans la somme. 

THÉORÈME. — Pour avoir V allongement positif ou négatif cTune 
barre surabondante AB d'un système re'ticulaire, ou l'accroissement 
positif ou négatif de la distance de deux nœuds quelconques K et B 
du système, résultant d'allongements a donnés aux diverses barres qui 
le composent : 

i^ Appliquez aux points AetB des forces unité dirigées suivant ÂB 
et tendant à écarter ces points ; 

a* Cherchez graphiquement ou analytiquement les tensions \ que 
ces forces font naître sur les barres du système {elles n'en font naître 
que sur les barres comprises entre A et B); 

3* Cherchez les travaux Xa de ces forces X pour les allongements 
donnés et, et la somme de ces travaux représente l'allongement 
cherché, 

§ 621. 

EXPRESSIONS DES EOTATIONS DES BASEES ET ALLONSEMEHTS DES HŒïïDS 
EH rOHGTION DES TEHSIOHS ÉLASTIQUES DES BAEBES. — Si l' est la tension 
qu'éprouve une barre de longueur a', de section S' et de coelïî- 
cient d'élasticité E' sous Faction des charges, quelles qu'elles soient, 
que supporte une pièce, son allongement élastique correspondant 
est 

a = t . 

ES' 

Par suite, les équations(A') du §616 deviennent respectivement 



''=-'> -^i (A-s'4 



f 



S 



De même les formules (C), donnant les composantes u^ v du 
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déplacement d'un nœud caractérisé par les coordonnées ar, y^ de- 
viennent 

(E) I * , , 

\ 8 

Dans toutes ces formules les termes relatifs à la température 
disparaissent si l'on suppose toutes les barres à la température de 
pose de la pièce, c'est-à-dire si Ton fait T'r=r o. Le facteur oV sort 
des signes S si Ton suppose toutes les pièces homogènes et à la 
même température. De même, si les pièces sont homogènes, E' sort 
des signes S. 

§ 622. 

EXPRESSIONS DES EOTATIOHS ET DtPLAGEMENTS EN FONCTION DES MO- 
MENTS M. — Si M est la somme des moments de toutes les forces 
agissant à la gauche d'une barre relativement au sommet opposé à 
cette barre, le tht^orème de Ritter (§ 204) donne pour la tension 

de cette barre 

M 

Par suite, les équations (D) et (E) deviennent 

g 
g 
g 

u = «0-4- t«>o(7~ ro) "2^ (ë'"s^ "^ ^''')(y —y)» 

g 
V .-. (^0— t^o{^-- ^o) -^^^ ( l^' ^' /^' --8VJ(x — x'), 



et 



<E') 
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et, si l'on fait abstraction de la température, 

M'a' 






ë 

M'o' 



(D') i ^' = ^°^*>--2éË''S'Â^» 



g 

M'a' 



V^ m a' 
12^ = 0)070-2^,7.^77^ 



V 



e 

M'a' 



u^-uo-h tùoiy —yo) — ^E'^sW"* ^^~^'^ 



(E') 



s 

M'a' 






g 



qui ont ceci de remarquable que les distances h' ny entrent 
plus qu^ au carré, et que y par suite y il est inutile de tenir compte 
de leurs signes conventionnels (§ 205). 

§ f 23. 

EXPBESSIOHS APPBOGHÉES DES ROTATIOlf S ET DÉPLACEMENTS EH FOHCTIOH 

DES HOMENTS DE FLEZIOH. — Dans les termes des sommes ^^ relatifs 

g 
aux barres principales, M' représente les moments relatifs aux 

nœuds opposés à ces barres. 

Dans les termes relatifs à des élrésillons, M' est une somme de 
moments relative à un point o {fig* 26, p. 122) qui ne fait pas 
partie de la pièce. Ce n'est donc plus un moment de flexion. 

Supposons qu'on néglige les allongements des étrésillons comme 
étant toujours très faibles par rapport à ceux des barres princi- 
pales. Alors les sommes ci-dessus, au Heu de s'étendre à toutes les 
barres placées à gauche du point que l'on considère, s'appliquent 
seulement aux barres principales, et, dans chaque terme. M' dé- 
signe un moment de flexion. 

§ 624. 

EXPBESSIOHS DES AUONSEKEHTS DES BABRES SÏÏRABONDAHTES EH FOHC- 
TIOH DES TEHSIOHS ET DES HOMEirTS H — L'allongement AAB d'une 



l38 3* SECTION. — GHAP. VI. 

barre réelle ou fictive joignant deux nœuds A et B, dû à des allon- 
gements donnés a des barres du système, est (§ 620) 



AAB = V ir, 



=2 



la somme s'étendant à toutes les barres comprises entre A et B 
(à toutes celles qui seraient tendues ou pressées par l'effet de deux 
forces égales et opposées dirigées suivant AB, le système étant 
supposé libre et soustrait à toute autre force); y étant la distance 
positive ou négative à AB du nœud opposé à la barre a qui subit 
rallongement a, et h la distance positive ou négative de ce nœud 
à la barre elle-même. 

Soit l la tension que prend la barre a sous Faction de forces 
données quelconques; on a 

ta 



B 



d'où 

(F) ^•^B=2fs^'' 



D'ailleurs 



M 



B 



d'où 



§ 623. 

BÉGIPROCITÉ DES ALLOHGEMENTS DES DISTAHGES MUTUELLES DES HffiUDS 
D'UN SYSTÈME BÉTIGULAIBE. — Théorème. — Supposons deux forces 
égales et opposées et égales à runité, appliquées en deux nœuds 
quelconques Aq et Bq d'un système réticulaire, suivant la direction 
AoBq, attractives ou répulsives. 

Soit AAiBi l'accroissement qui en résulte dans la distance A|Bt de 
deux autres nœuds quelconques Aj et B|. 

Supposons inversement que ce soit en ces deux nœuds qu'on applique 
les deux forces unité attractives ou répulsives dirigées suivant la 
droite AjBi. 

Soit AAqBo V accroissement qui en résulte dans la distance des 
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nœuds Aq et Bq, On aura 

AAoBo = AAiBi. 

En effet, appliquons en deux nœuds Aj et Bi d'un système réticulaire 
(yi^. 27) Jes forces unité. 

Supposant le système réticulaire libre et supprimant toute autre force, 
cherchons Taccroissement AAqBq qui en résulte pour la distance AqBq. On 
aura, par la formule (F'), 

A. 

Fig. 27. 



en appelant ^q au lieu de y les distances à AqBq des sommets A opposés 
aux barres a comprises entre Aq et Bq, que ces sommets soient des nœuds 
ou non. 

M est la somme des moments relativement à A des forces agissant à 
gauche d'une section a:y faite dans la barre a. 

Pour les barres a comprises entre Aq et Ai, Bq et Bi, on a évidemment 

M = o. Pour les premières, il n'agit aucune force à leur gauche; pour les 

dernières, il agit deux forces -f-i et — i donnant une somme de moments 

M nulle. 

B. B, 

Donc la somme ^ se réduit à ^. 

A« A| 

Il suffit de considérer les barres a comprises entre Ai et Bp Pour l'une 

de celles-ci, on a 

M = ix j'i =71, 

en appelant^i la distance à la droite Ai Bi du sommet A opposé à la barre a. 

Donc 

B. 



AAoBo = 2kIâï^°^'^*- 



Supposons à présent les forces i appliquées en Aq et Bq et cherchons 
raccroissement de la distance AiB}. 
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On aura par la formule (F') 

A, 

Mais ici 
d'où 

Ri 



AAiB, =2 g|L_j.j,xj, = AAqBo. 



A, 

§626. 

BÉCIPROGITË DES DÉPLACEMEUTS DES HŒUDS. — Au lieu de supposer le 
système libre, supposons le point Bq fixe. Alors, au lieu d'appliquer des 
forces I égales et opposées en Aq et Bq, il revient au même d'appliquer 
seulement une force i en Ao, cette force étant dirigée vers le point fi\e B©; 
car cette force fera naître, dans le point fixe Bq, une réaction — r, de 
sorte que tout se passera comme si, le système étant libre, on avait appliqué 
des forces égales et opposées suivant AoBq. 

D'ailleurs, comme le point Bq est fixe, l'allongement positif ou négatif 
AAqBq ne sera autre chose que le déplacement du point Aq estimé suivant 
AqBq. Ainsi : 

TiiÉORÉUE I. — Si, en un nœud quelconque Aq d*un système réticu- 
laire, on applique une force unité dirigée vers un point fixe Bq du 
système et qu^il en résulte, entre deux autres nœuds quelconques Aj 
et Bi, un allongement positif ou négatif AAjBii en appliquant des 
forces unité égales et opposées en ces derniers nœuds^ il en résultera^ 
pour le point Aq, un déplacement qui, en projection sur AqBo, sera 
égal à AAqB,). 

Si la première force a un sens tel qu^elle comprime la ligne AqBo, 
les secondes doivent comprimer AiBi et inversement. 

De même le point Ai peut être fixe et alors, par un raisonnement ana- 
logue au précédent, on arrive à cette autre proposition : 

Tiihorème: II. — Siy en un nœud quelconque Ao d*un système rétîcu- 
laire, on applique une force i dirigée vers un point fixe Bq du sys- 
tème et qu'il en résulte, pour un autre nœud Bi, un déplacement qui, 
estimé dans une direction allant aussi à un point fixe Bi du système 
soit Ml, réciproquement y une force i appliquée en ce dernier point 
dans la direction BiAi imprimera au point Aq un déplacement qui, 
estimé suivant AqBo, sera aussi égal à Ui. 

Remarque, — Si le système comporte des points fixes, on peut y ratta- 
cher artificiellement d'autres parties fixes et appliquer le théorème à des 
forces et déplacements dirigés vers ces derniers points. Il devient ainsi 
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« 

applicable à des déplacements estimés suivant des directions quelconques 
et pour des forces aussi de directions quelconques. 

§627. 

L£S PIÈGES PLEINES DE LA BÉSISTANGE DES MàTÉRIAUZ GONSIDÉBÉES 
GOMME CAS PABTIGULIER DES SYSTÈMES BÉTIGULAIRES. — Les formules 
que nous venons d'établir permettent, comme nous le verrons, de résoudre, 
en toute rigueur, tous les problèmes que soulèvent les arcs ou poutres de 
hauteur constante ou variable, encastrées ou appuyées, quel que soit le 
nombre des appuis, lorsqu'ils forment des systèmes réticulaires. Les solu- 
tions sont analytiques ou graphiques à volonté. Quand on emploie les formules 

exactes, la formation des coefficients fournis par les sommes ^ exige des 

K 

calculs numériques laborieux. L'emploi des formules approchées les simplifie. 
Si, en effet, les longueurs a des barres principales qui entrent seules 
dans les formules approchées sont comparables à la longueur totale 

de la construction que l'on étudie, alors il entrera dans les sommes ^ un 

s 
petit nombre de termes et leurs calculs numériques seront peu laborieux. 
Si, au contraire, les longueurs des barres sont très petites relativement 
aux dimensions générales de la charpente, en regardant ces longueurs 

comme infiniment petites, les sommes ^ se transforment approximatif 

vcment en intégrales; les formules que l'on obtient de la sorte ne sont 
autres que celles établies dans la deuxième Partie d'après les hypothèses 
de la Hésistance des matériaux. Les formules générales de la Résistance 
peuvent donc être regardées comme un cas particulier des formules exactes 
relatives aux systèmes réticulaires. C'est ce qui a été observé par Mohr et 
Winckler. 

Considérons d'abord une pièce MNPQ {Jlg. 9.8, p. 142) de hauteur con- 
stante A, c'est-à-dire terminée par deux lignes équidistantes MN et PQ. 
Faisons nne section transversale (x) qui coupe les deux lignes matérielles 
MN et PQ. Désignons par Si et S2 les aires des sections supposées de di- 
mensions infiniment petites qu'elles déterminent dans ces deux lignes. 
Soit G le centre de gravité de ces deux aires. Le lieu des points G se 
nomme la fibre moyenne de la pièce dans le cas où le coefficient d'élasti- 
cité E est le même pour les barres supérieures MN et pour celles PQ. 

Si ces coefficients étaient différents, Ei pour la barre supérieure et Es 
pour la barre inférieure, la fibre moyenne serait le lieu des centres de gra- 
vité G de deux masses fictives égales ou proportionnelles à Ej Si et E2S2 
concentrées respectivement aux deux points où la section {x) coupe les 
lignes MN et PQ. Divisons la fibre moyenne en parties infiniment petites 
et, par les points de division, menons des normales telles que AC, BD, etc. 



i4a 
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et considérons ces normales comme formant un premier système d'élrésil- 
Ions, les lignes légèrement obliques telles que AD formant le second sys- 
tème. On a ainsi la structure d'une pièce réticulaire de hauteur constante, 
de sections Si et St constantes ou variables et dont les barres principales 
AB, CD, etc., sont infiniment petites. 

Soit s l'arc de la fibre moyenne compté à partir d'une origine ûxe^ par 
exemple de son extrémité de gauche, et gg' = cU l'élément de cet arc 
compris entre les étrésillons AG et BD. 

Nous supposons le rayon de courbure delà fibre moyenne très grand par 
rapport à la hauteur h de la pièce, il en résulte que les arcs AB, CD sont 
sensiblement égaux entre eux et à l'arc gg' = ds. 

Fig. a8. 




Pour constituer, de même, une pièce de hauteur variable, considérons 
(Jig, ^9, p. 143) dans un plan une courbe géométrique quelconque GoGtet 
deux courbes matérielles MN et PQ, également quelconques, sous la seule 
réser\'e qu'une section normale à la première faite au point G découpe dans 
les deux autres des aires Sj et Sj, telles que le centre de gravité de deux 
masses proportionnelles à Ei Si, E^Ss (ou à Si et Ss si Ei = E^) soit en G. 

Ceci posé, dans les sommes ^ des formules (D') du § 622, considérons 

e 
d'abord les termes relatifs à l'élasticité (abstraction faite de ceux en 

relatifs à la température). 

Nous aurons ainsi à considérer les trois sommes 

^ Ma 



g 



2 
2 



Ma.r 
ESÂï' 

ESÂ*' 



ces sommes étant à faire pour toutes les barres principales, telles que AB 
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et CD comprises entre rextrémité de gauche et un point quelconque de la 
pièce. 

Formons dans chacune de ces sommes, l'ensemble des deux termes con- 
cernant deux barres opposées AB et CD. Caractérisons par Tindice i ce qui 
concerne la premièrCi et par Tindice 2 ce qui concerne la seconde, de sorte 
que les deux termes en question sont, en observant que ai = a^ = ds. 



(«) 




Fig. 29. 




Dans ces expressions, Si et Ei représentent la section et le coefficient 
d'élasticité de la barre AB ; hx la distance de cette barre au nœud opposé C, 
c'est-à-dire la longueur de la normale abaissée du point C sur la tangente 
en A à Tare MN; Xi et^i sont les coordonnées de ce même nœud C et Mi 
est le moment de flexion qui lui est relatif. 

De même, Ss et Et désignent la section et le coefficient d'élasticité de la 

barre CD, et x^^ yt sont les coordonnées du nœud A opposé à cette barre; 

Mt le moment de flexion relatif à ce point A, et ht sa distance à la barre CD 

ou à la tangente en C à la courbe PQ. 

Désignons par 

bt=Kg et 61 =C^ 

les distances des points A et C au point g^ centre de gravité des masses 
El Si, EsSt; par x étales coordonnées du point g et par M le moment de 
flexion relatif à ce point. 

Soient H le point où la résultante des forces extérieures agissant sur la 
partie MPAC de la pièce coupe la ligne AC, N et T les composantes de 
cette force suivant la normale à AC et suivant cette ligne AC elle-même. 
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On aura par défînition 



ou 

(à) 

Par suite, 

Ml M^ -, 

-H .. .. . . = M 



M, -^M-^6iN, 
Mi-:M — 6,N 



E,Si/iî E,b,/il 






Introduisons le moment d'inertie, par rapport au point ^, de Tenscmbh- 
des deux sections Si et Si supposées de densités Ei, Ej. 

Appelons El ce moment d'inertie, E étant une constante de mêmes di- 
mensions qu'un coefficient d'élasticité et qu'on peut choisir arbitrairement. 
(Si Ei et Es sont les mêmes dans toute l'étendue de la pièce, on prendra 
pour E leur valeur commune; alors I désignera le moment d'inertie de< 
deux surfaces Si et St supposées de densité i.) 

On aura donc par défînition 

E,Si62-i-E,S26f = El. 

D'ailleurs, comme ff est le centre de gravité des masses EjSi, EjSj. 

El Si 61 — E2S261 = o; 

d'où, en ajoutant après avoir multiplié la seconde par 61, 

EiSi62(6,-^6,) = EI. 

Soit h = AC = 61 -4- 6j la hauteur de la pièce au point A : 

' EiS,^jA-.EI. 

(c) < De même, 

( EjS26i/l:^EI. 

Par suite, 

M, M, Mh/bi 






EjSiAJ E2S2/ij El 

Si la pièce est de liauleur conslanle, on a 

, /il = /<2 = h = bi-T- b,. 

Si la hautejr varie, on aura 

A, = Aco5?i, /ii= hcos^i, 
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on désignant par ^i et ps les angles aigus des éléments de courbes AB et gg' 
<rune part et CD et gg' d'autre part. Mais si, comme cela a lieu dans la 
pratique, ces angles sont petits parce que la hauteur des pièces ne varie 
que progressivement, on aura sensiblement cos ^1 = cos pt = i aux quantités 
près de l'ordre de sin*pt et sin'pj et la double égalité ci-dessus s'applique 
encore à titre d'approximation. Par suite, on aura simplement 

Mt ^ Mi M 

"^ EjSiA} '■ EîSs/^l ^ Kl* 

I.>«' même, à cause de (ô), on aura 

KiSj^î ÊjSîAI "■ VEiSiAJ '^ EjSj/iî/ \E,S,AÎ EjSs/il/' 

ou, en faisant Ai = Aj = A et à cause de (c), 

Mais les cosinus des angles que la tangente à la fîbrc moyenne fait avec 

dx dY 
Ifs axes étant -j- j -j^, ceux de la normale CA comptée de G vers A sont 

as ds '^ 

dy dx 

ds ds 

Donc les coordonnées du point A sont 

dy , dx 

{ e) ^ et celles du point C 



tl'où 



Par suite, 



Posons . 



, dY , dx 

h\X\ -h h^x^ = hx^ 

Xi — Xi^= — A •— • 

as 

Mia7| M^Xf _ M.r ^ l 1 ^f 



EiSiAf EjSjAI El Kl '^ds 
EiSi-+-EiSj= ES, 



Si Ei= Et= E, S représentera l'aire totale Si-î- Sj déterminée dans les 
barres supérieure et inférieure par une section transversale. 
Les équations (c) donnent 



Kl 



IV. 



10 
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d'où 



*t b, 



et 



par suite, 



,- h ne?» ^ ^' ï 



Mia?i Mjart _ Ma: ris __ i /Mx N ^\ 

ÈTsTaT "^ £sSsA| ~ "ET "" "ES" ~ E VT S 57/ 



On trouverait de même 



Miji ^ M,7t _ My N dx 
EiSt/if ' E,SïA| 1 "^ S ds' 

Ces relations et celles {d) nous donnent pour les quantités qui forment 

les éléments des sommes ^ relatifs à la portion ds de la fibre moyenne 

g 

(a') <ir^"--ËS^«^' 

^^^-^'ES^- 

D'après les équations (D'), on a d'ailleurs pour les deux termes de« 

sommes ^9 relatifs à l'influence de la température sur les deux barres op- 

f 

posées AB et CD, 



h 



ds, 



h ^'' 

car, pour la barre AB, on a (§ 205) h'=s-h h et, pour la barre CD, A'=— h 
(en négligeant, comme dans les précédents calculs, les inclinaisons mutueUe> 
des éléments AB, CD, g-g"); ou à cause des valeurs (c) de ari, ^i, a?i, /;, 

— h — *• 

X 

(8ix, — Sjtj)^ ds - {bi^iti-^- b^^i'Zt) dy, 
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où Ton peut remplacer encore 61 et 6^ par leurs valeurs 

^1= ES ^*^*' 
62 ~ pTg Ej Sj. 

Portant toutes ces valeurs dans les équations (D'), où les sommes ^ 

g 

se trouvent alors remplacées par des intégrations a ciïectuer le long de la 

iibre moyenne depuis son extrémité de gauche dont nous désignons la dis- 
tance à Torigine des arcs par ^o jusqu'au point quelconque que Ton consi- 
dère, on aura 






Supposons la pièce considérée homogène et de même température dans 
fV^tendue d'une section transversale, homogène ou non, de température 
constante ou variable d'une section à l'autre. 

Soient respectivement dans une section 

ôj = Oj = 0, tj = tf = T, E] ^-:: Ë] = E 

le coefficient de dilatation par la chaleur, la température et le coefficient 
trélasticité. On aura 

ôiXi = SjTf = Ot, 

et, à cause de 61-f- 62 = h, les formules deviendront 
qui sont pareilles à celles de la Résistance des matériaux. 
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CHAPITRE VII. 

APPLICATION AUX POUTRES RÉTICULAIRES A UNE TRAVÉE. 

§ 628. 

MÉTHODE EMPLOYÉE. — Nous n^avons pas ici à nous occuper àe> 
poutres réticulaires encastrées à une extrémité et libres à Faulre. 
ni des poutres posées sur appuis simples, puisque la Statique 
fournit graphiquement les tensions des barres d'une telle pièce. 

Nous n'avons donc à examiner que les poutres encastrées à un 
bout et posées sur appui simple à Tautre et les poutres encastrées 
à leurs deux extrémités. 

Dans toutes les applications qui vont suivre soit aux poutres, 
sqit aux arcs, nous négligerons les allongements des barres de 
remplissage comme très faibles par rapport à ceux des pièces 
principales. Cela simplifiera considérablement les solutions gra- 
phiques et nous permettra d'étendre aux pièces réticulaires les 
solutions que nous avons données pour les pièces continues. 

11 serait possible, en principe, d'appliquer les mêmes méthode^ 
au cas où Ton tient compte de l'élasticité des pièces de remplissage. 
Seulement les applications exigeraient certaines précautions à 
cause de Téloignement des sommets opposés à ces barres. 



A. POUTRE ENCASTRÉE A UNE EXTRÉMITÉ ET SIMPLEMENT APPUYÉE 

A L'AUTRE. 

§ 629. 

THÉOBÉME FONDAMEUTAL. — Si, en chaque nœud d'une poutre 
de hauteur constante ou variable , encastrée à un bout et libre- 
ment appuyée à Vautre, soumise à des forces quelconques, on 

applique une force verticale fictii^e égale à ^;A^ (M étant le 
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moment de flexion en ce nœud, h la distance de ce même nœud 
à la barre qui lui est opposée; a, S, E /a longueur, la- section 
et le coefficient d^ élasticité de cette barre), cette force verticale 
étant descendante ou ascendante suivant que M est positif ou 
négatif, la résultante de toutes ces forces passe par V appui 
simple. 

En effet, soit {fig- 3o,) ABCD une poutre réticulaire posée 
sur deux appuis A et B dont l'un A simple, l'autre B en- 
castré. 

Kig. 3o. 
3^\ 




Prenons la ligne AB pour axe des x et la ligne Ky pour axe des y. 
Le déplacement du point A étant nul, le déplacement v estimé 

parallèlement à Ky du point B dont l'ordonnée y est nulle esl 

donné par la formule (E'') du § 622, soît 



ou 



(I) 






/ ^ M'a' \ ^ M'a' , 



et la rotation Û de la barre BD est 



{^) 



û = coo 



Y M'a' 



E'b'A'2 



les sommes s'étendant à toutes les barres du système, et la lon- 
gueur de la poutre étant /. 

Mais, puisque la rotation de BD est, par hypothèse, nulle, on a 



(^^ 



Wo — 



2 



MV _ 
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On a d*ailleurs (^ = o, puisque le point B ne peut pas se déplacer 
verticalement. 
Par suite, 

ou, en supprimant les accents, 

. qui exprime que la somme des moments des forces fictives .-,' , ^ par 

rapport au point A est nulle ou que la résultante de ces forces 
passe par le point A. 

Remarque /. — Si, ce que nous supposons, le coefficient 
d^élasticité E de toutes les barres est le même, le théorème s'ap- 
plique aux forces fictives 

Ma 

et l'équation (5) devient 

Si la hauteur de la poutre est constante, le théorème s^appUque 

aux forces fictives 

Ma 

et l'équation (5') devient 



(^") 2 



Ma 

--— rr = o. 



Si, en outre, toutes les barres ont même longueur et même sec- 
tion, le théorème s'applique aux forces fictives 

M, 
et l'équation fondamentale devient 
{5'") SMjrr-. o. 

Remarque IL — Si l'on tenait compte de l'élasticité des barres 
de remplissage, le théorème fondamental s'appliquerait encore en 
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comprenant dans les forces fictives, celles p-o-T^j à appliquer aux 

sommets opposés à ces diverses barres. 

Si deux barres principales étaient parallèles, les forces corres- 
pondantes qui en résulteraient formeraient un couple. 

§630. 

soLunoif GBAPmauE du problème de la poutbe ergastbëe a uh bout, 

AFPUrtE A L'AUTBE. — a. Recherche de la ligne de fermeture. — Sup- 
posons i^fig' I, PL XLIV^ une poutre réticulaire AB appujée 
en A et encastrée en B. Elle est soumise aux charges verticales 
données 1, 2, 3, 4, 5 agissant sur les nœuds supérieurs. Suppo- 
sons la poutre de hauteur constante. Admettons de plus que toutes 
les barres principales aient même longueur a. Enfin, dans l'igno- 
rance où Ton est a priori des sections des barres, on leur suppose 
d^abord à toutes même section, sauf à rectifier cette hypothèse 
ultérieurement. 

Nous devons donc exprimer que la résultante des forces fictives 
RI appliquées aux divers nœuds du système passe en A. 

Ici, les nœuds supérieurs et inférieurs étant sur les mêmes ver- 
ticales et les forces agissantes étant toutes verticales, les moments 
de flexion relativement à deux nœuds placés sur une même verti- 
cale sont égaux et, par suite, il suffit d'appliquer le théorème aux 
nœuds supérieurs, par exemple. 

Construisons un polygone funiculaire de distance polaire arbi- 
trairement choisie ^o des charges données 1 , 2, 3, 4, 5. 

Soit aolo2o3o4o5o^o C6 polygone et désignons par 

z® rO x^ «0 ^0 
^\,1 -*!> '•8> ^4» ^% 

les ordonnées de ses sommets comptées depuis la corde a^ ^q ^^ 
par z^i l'une quelconque de ces ordonnées. 

S'il y avait des nœuds inférieurs P non placés sur les verticales 
des nœuds supérieurs, il faudrait considérer aussi les ordonnées 
qui leur correspondent. 

Soitao^o lâ ligne de fermeture qui passe nécessairement par 
le point A où le moment est nul. 

Si l'on appelle 

Cl} ^\i S3} ^4; Cs 
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les ordonnées déterminées par les verticales des nœuds, entre la 
corde ao Po et la ligne de fermeture et si l'une quelconque d'entre 
elles, on a 

et par suite les forces verticales z^ — 2^/ doivent avoir une résul- 
tante passant par le point A. On a donc à considérer les cinq forces 
descendantes et connues z^ qui doivent être équilibrées par deux 
forces, à savoir : la résultante des cinq forces ascendantes incon- 
nues 2^1 et une force aussi inconnue passant en Â. 

Mais la position de la résultante des forces ÎJ/ est évidemment 
indépendante de la direction de la droite afto» On mènera donc 
d'abord une droite olqÙ'q arbitraire issue de clq. On mesurera les 
cinq ordonnées que nous appelons Ç^- interceptées entre elle ei 
ao Po par les verticales des nœuds. 

On portera ces lignes ^[- bout à bout comme des forces. On en 
construira un polygone funiculaire. Le point d'intersection des 
côtés extrêmes de ce polygone donnera la verticale de la résul- 
tante des forces Ç^ et, p^r suite, aussi de celle des forces incon- 
nues ÎJ|. 

Soient g cette verticale, V la résultante inconnue des forces !^/, 
Via résultante ou somme arithmétique des ordonnées connues 'Ç-. 

Les forces descendantes z^ doivent être équilibrées par deux 
forces V et Vj ayant des lignes d'action connues. On trouvera \ 
et V| par la construction d'un polygone funiculaire des forces r* 
exactement comme au § 317. 

Ayant la force V, on observe que 

où tout est connu sauf p© ^o quî s'obtiendra donc par la construc- 
tion d'une quatrième proportionnelle aux trois lignes 

V, Po^'i et V = 2C;-, 

cette dernière se trouvant sur le polygone des forces 2^[- qui a servi 
à trouver la verticale g. 

b. Recherche du moment de flexion. — Ayant la ligne ao6o) on a. 
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pour le moment de flexion en un point quelconque, 

z'q désignant l'ordonnée que la verlicale de ce point détermine 
entre le polygone et sa ligne de fermeture ao6o> cetle ordonnée 
étant comptée positivement de haut en bas à partir de aofto* Dans 
le produit Çqz'^j Fun des facteurs est évalué à l'échelle des forces, 
l'autre à l'échelle des longueurs. 

c. Recherche de l'eifort tranchant. — L'efl^ort tranchant T est. 
comme on sait, 

T-— — - -^ —. 

~~ dx ~ ^^ dx 

En un point quelconque P dont la verlicale coupe, par exemple, 
le côté lo^oy il est égal au produit 

-'0 _ .r'O 
^^ — ^1 

Ci étant la projection horizontale de lo^o* 

d. Recherche des réactions des appuis. — Les efforts tranchants 
près de A et B représentent les réactions des appuis; donc, si Rq 
et R| sont ces réactions en A et B, on a en valeur absolue 

Ro-^o ^ ^ 

Supposons qu'on ait choisi y© = 3a, on aura 

Ro = 3(croao-+-^'iO), R, = 3(^»o?o— -?), 

ces longueurs étant mesurées à l'échelle des forces. Si q^ est quel- 
conque, les réactions et efforts tranchants s'obtiennent par des 
quatrièmes proportionnelles à trois lignes données. 

Sur l'appui B, les réactions se composent de la force verticale 
Ri et d'un moment. 

Puisque toutes les forces agissant sur la poutre sont en équi- 
libre, ce moment est égal et contraire au moment de flexion en B. 
Comme ^qÔo est une ordonnée négative, ce moment est positif et 
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égal à la valeur absolue du produit 

Si Ton avait pris q^z^h égal à la hauteur de la poutre, il serait 
représenté par un couple dont les deux forces horizontales appli- 
quées aux nœuds D et B seraient ^607 celle en D étant dirigée de 
gauche à droite, l'autre de droite à gauche. 

Si q^ est quelconque, ces deux forces seront 

h 

e. Recherche des tensions des barres. — Dès qu^on a la réactico 
Ro qu'on obtient immédiatement comme il est dit ci-dessus, on 
peut déterminer les tensions des barres en commençant par celle 
de gauche, soit à Taide d'une figure réciproque, soit à l'aide du 
théorème de Ritler. 

Ce dernier donne par exemple pour la tension t de la barre 3.4 

h étant la hauteur de la poutre, mais comptée négativement, 
puisque le nœud 3' est au-dessous de la barre (§ 203): il résulte 
<le là que les tensions des barres supérieures sont de signe con- 
traire aux ordonnées correspondantes z'^. 

Si donc on considère* la verticale du point J où la ligne ao^o 
coupe le polygone funiculaire, les barres supérieures placées à 
gauche de cette verticale sont comprimées et les barres inférieures 
correspondantes tendues; c'est l'inverse à droite de J. 

S'il s'agit d'un poinçon 33', une section xy faite parallèlement 
aux diagonales montre, en appliquant l'équation d'équilibre en 
projection verticale, que la tension ou pression du poinçon consi- 
déré est égale à — T, T étant TefTort tranchant, c'est-à-dire la 
somme des forces agissant à gauche de xy comptée positivement 
(le haut en bas. 

De même une section verticale coupant un étrésillon 3'. 4 

T . 
montre que la tension de cette barre est :j i étant l'inclinaison 

' cost 

<le la barre sur la verticale, c'est-à-dire qu'en grandeur, si 
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3'.K=T, la tension cherchée est KK', KK' étant une hori- 
zontale. 

L'eflbrt tranchant T est d^ailleurs connu par définition même, 
dès que Ton connaît Rq. Pour lé poinçon 3, il est 

T = Ro — i— 2 — 3. 

§631. 

BEMABaUE SUB LE SOLIDE D'tftALE RÉSISTANCE. — Ayant les tensions 
des barres, on en détermine les sections par la condition d'égale 
résistance. Avec ces sections, on pourrait, comme nous allons Tin- 
diquer, obtenir de nouvelles tensions en tenant compte de la 
variabilité des sections ; puis, à l'aide des nouvelles tensions obte- 
nues, corriger les sections et ainsi de suite. Mais nous verrons, 
dans les Notes placées à la fin du Volume, qu'en général ce calcul 
d'approximation successives, même si on le continuait indéfini- 
ment, ne pourrait pas donner un solide rigoureusement d'égale 
résistance. 

§ 632. 

CAS D'UNE POUTRE DE HAUTEUR ET SECTIONS VARIABLES. — Si la section 

ou la hauteur de la poutre ou les longueurs des barres principales 

ou tous ces éléments à la fois étaient variables d'une barre à 

Tautre, il faudrait, au lieu d'opérer sur les forces fictives M, opérer 

sur celles 

Ma 

SA»' 

On procéderait alors, comme on le fait dans les poutres pleines, 
lorsque le moment d'inertie est variable. 

Supposons, par exemple, que les barres inférieures soient celles 
Ai", r.2^2''.3", 3".4'', .... 

Voici les opérations à faire : 

I** Tracer comme ci-dessus le polygone funiculaire 

oto < ^0 ^0 "^0 *^o Po 

des charges données, de distance polaire arbitraire q^. 
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2" Former les quotients 



,0 

SA* 



Zf a 



au nombre de lo, pour les barres principales supérieures et infé- 
rieures; car ici, quoique M soit le même pour deux nœuds placés 
sur la même verticale, il n'en est pas nécessairement de même des 

Ma 
quotients ;t^« 

Ainsi, pour la barre 3.4, si a est sa longueur, h la distance 

3 . 3" et Sa sa section, le produit ^^ » où 5® se rapporte au nœud 3' 
opposé à la barre est 



(a) 






Pour la barre 3''. 4", si a" est sa longueur, S^" sa section. A" la 
longueur de la perpendiculaire abaissée du sommet 3 opposé à 
cette barre sur la barre elle-même, le terme à former est 

3" On a à considérer les forces fictives descendantes ^~ diri- 

gées suivant les verticales >3^. On voit que suivant chaque verti- 
cale on a ici deux forces (ce qui tient à ce que l'un des systèmes 
d'étrésillons est verticalj). Ainsi, suivant ^'^,, on a les deux forces 
(a) et (a''). On peut les ajouter et les réunir en une seule 

On voit que toujours A et It!' diffèrent très peu, ainsi que a el 
a!\ de sorte qu'approximativement on peut, suivant chaque ver- 
ticale ^3, appliquer la force descendante 

ou une force proportionnelle. 

Si, comme il arrivera toujours, Sa et S^» sont sensiblement 
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égaux, il suffira de considérer les forces 
(6-) ^}^-^ ou égale à 4^ 

relatives aux nœuds supérieurs, comme dans le cas Iraité ci- 
dessus. 

Si h ne varie pas beaucoup du milieu aux extrémités de la 
poutre, on peut aussi supprimer ce facteur et considérer 

(6-) ^=''*- 

Enfin, si les longueurs a varient peu d'une barre à l'autre, on 
portera simplement sur chaque verticale à partir de olq^q une 
ordonnée proportionnelle au quotient 

(6") -^ ouc'gale à z\^. 

4** Les ordonnées z"/^ qui remplacent celles z^ du § 630 étant 
portées de haut en bas à partir de ao^o) ^^ obtient un nouveau 
polygone ao 1 1 2; 3^ i^ 5^ ^o • 

5® On tracera une droite arbitraire oL^b'^ et, si Ç^- sont les or- 
données comprises entre a^^oCt cette droite, on les remplacera 
aussi par celles 

Si l'on a pris l'une des expressions approchées (6'), (6"), (b'")j 
(6*^), on prendra pour les l^*- les valeurs analogues. 

On formera ainsi à la place de la droite aô'^ un contour poly- 
gonal. 

6** On cherchera la verticale g de la résultante des cinq forces 
ÇJ et la grandeur V de ces ordonnées, c'est-à-dire leur somme 
arithmétique. 

7® On cherchera les deux forces V et Vi qui, appliquées en g 
et A, équilibrent les forces z]^. 

8® On prendra le point b^ de façon que 

PçA _ y 
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et l'on aura la ligne de fermeture a^^o ^^ polj^gone funiculaire 

aolo2o3o4oOo Po« 

Les produits des ordonnées z'^ du polygone funiculaire, comp- 
tées depuis cette ligne par q^j seront les moments de flexion M. 

9** Ayant les moments de flexion, les opérations purement sta- 
tiques de la recherche des efforts tranchants, réactions des appuis, 
tensions des barres sont les mêmes, sans changement, que pour 
la poutre de hauteur constante. 



B. — POUTRE ENCASTREE A SES DEUX EXTREMITES. 

§ 632. 

THÉOBiME FOMDAHEIITAL. — Si, aux dii^ers nœuds d'une poutre 
encastrée à ses extrémités et soumise à des forces quelconques, 
on applique des forces fictives verticales 

Ma 



ES//« 



descendantes ou ascendantes suivant que M est positif ou né- 
gatif, ces forces se font équilibre. 

En effet, reportons-nous à \^fig^ i, PL XLIV , en supposant 
que A et B soient des encastrements. 
Pour le point A, on a ^ 

Wq = i;^, = o>o = o. 

De plus, comme pour le point B, Q et p sont aussi nuls, on a^ 
en supprimant les accents des formules (D'') et (E'') du § 622, 

Ma 



ES A» ' 

(6) 

^ ' ' Max _ 

ES h> ~ "*' 

ce qui établit la proposition. 
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Remarque. — Si E est constant, le théorème s'applique aux 

forces ^-r-, et ce coefficient disparaît des équations. 

De même, si la hauteur de la poutre est constante, h disparaît. 
Si, en outre, toutes les barres ont même longueur et même sec- 
tion, elles se réduisent à 

( 2M r^O, 

(6') 



§ 633. 

APPUGATIOH DU THÉOBÉME FOHDAMEHTAL. — L'application du théo- 
rème fondamental se fait comme dans le cas précédent et par des 
procédés analogues à ceux employés pour les poutres pleines. La 
ligne de fermeture a^b^ {fig' i, PL JCLIV) ne passe plus par le 
point a^. Les deux points Uq et b^ sont inconnus. On les déter- 
mine par la condition que les forces descendantes ^^, si Ton se 
trouve dans le cas où ce sont les moments M qui se font équilibre 
[équations (6')], sont équilibrées par cinq forces ascendantes 
égales aux ordonnées des nœuds comprises entre ao^o 6t ao^o* 

On mène la diagonale ol^ bo et l'on observe que la verticale g de 
la résultante de forces égales ou proportionnelles aux cinq or- 
données des nœuds comprises entre ao^o ^^ cette diagonale est 
indépendante de la position du point 6o; que de même la verticale 
^ de forces égales ou proportionnelles aux cinq ordonnées des 
nœuds comprises entre Uq^q et Aq^o est indépendante des points 
Uq et ^Q. 

On mènera donc une ligne a^b'^ entièrement arbitraire et la 
diagonale aoè^. On Tutilisera pour déterminer les points g et g^ 
ainsi que les sommes V et V'^ des ordonnées que détermine cette 
diagonale entre ao^o d'une part et a'^b'^ de l'autre, et l'on équili- 
brera les forces ^J par deux forces V et V| appliquées en g et g'. 

On aura alors 

"V ■" ~v~' 
Vt - v; ' 

Ayant la ligne de fermeture, les réactions verticales des appuis 
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el les couples de ces réactions se déterminent comme ci-dessus. 
Avant la réaction verticale AG et les deux forces horizontales 
appliquées en A et C et formant le couple des réactions, on peui 
déterminer les tensions soit par une figure réciproque, soit par la 
méthode de Ritter. 

Si la poutre était de hauteur ou de section variable, les modi- 
fications à apporter à la marche qui vient d'être indiquée seraient 
analogues à celles détaillées au paragraphe précédent. 

Toutes ces opérations sont d^ailleurs pareilles à celles exposées 
à l'occasion des poutres pleines, avec cette différence qu'ici on 
n'a rigoureusement à considérer qu'un nombre limité de forces 
fictives, puisqu'il suffit d'en appliquer aux nœuds. 
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CHAPITRE VIII. 

APPLICATION AUX ARCS RÉTICULAIRES AVEC OU SANS ENCASTREMENT. 



A. — ARCS POSÉS SUR TOURILLONS SIMPLES. 

§ 634. 

Théorème fondamental. — i*^ Si, aux divers nœuds d*un 
arc posé sur tourillons simples, soumis à des forces quel- 
conques, on applique des forces fictives 

(^> ËsTTî' 

ces forces étantjparallèles à la corde de Varc, dirigé dans un 
sens convenu ou en sens contraire suivant que M est positif ou 
négatif, leur résultante coïncide avec h&, 

2** Si les barres sont à des températures quelconques t, on 

doit dans l'énoncé précédent remplacer les forces fictives ■^- 



par celles-ci 



ESA« h ' 

oà dans le second membre h [est positif ou négatif selon les 
conventions du § 205. 

3** Si Von voulait avoir égard à l'élasticité des barres de 
remplissage, les mêmes théorèmes s'appliqueraient, mais à fa 
condition d'appliquer aussi les mêmes forces fictives (a) ou (b) 
aux sommets opposés à ces barres. 

En effet, appeJons A et B les deux tourillons, A étant celui de 
gauche. Prenons la ligne A6 pour axe des x, la perpendiculaire 
à AB pour axe des y^ et appliquons les formules générales (E') 
du § 622. 

IV. II 
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Les composantes Uq^ i^o d\i déplacement du point A sont nulles. 

Rallongement de la corde AB est u — «0=0, en appelant a la 
composante horizontale du déplacement du point B. Or, comme 
l'ordonnée j^ de ce point est nulle, on a 






Le second membre où la somme S s'étend à toutes les barres 
est donc nul, ce qui donne, en supprimant les accents, 

'V' / Ma ôxaX 

(•> 2é[^shi ^ -r ) ^ = "■ 

La somme des moments relativement à un point quelconque 

de AB de forces fictives 

Mo 5t a 

parallèles à cette ligne est donc nulle, ce qui indique qu'elles 
admettent une résultante coïncidant avec cette ligne. 

Bemarque, — Si l'on fait abstraction des effets de la tempé- 
rature, l'équation (1) devient 

/ 'X \7 Ma 

Si le coefficient d'élasticité E est constant, on a 

'^^ Ma 

Si l'on suppose que toutes les barres aient même section, ce 
qu'on fait à titre de première approximation et sauf rectification 
ultérieure, on a 

Ma 



/ «x "V Ma 



Si l'arc est sensiblement de hauteur constante et si les barres 
principales ont sensiblement même longueur, en sorte que t; 
puisse être regardé comme constant, au moins dans une première 



APPLICATION AUX ARCS RBTICULAIRES AVEC OU SANS ENCASTREMENT. l63 

recherche, on a 

§ 635. 

APPUGATIOV DU THÉOBiME FOMDAKEHTAL. — Supposons la corde 
AB horizontale et les forces données verticales. Soient [jl le mo- 
ment de flexion relatif à un nœud quelconque dans Fhypolhèse où 
Tare est simplement posé sur ses appuis à la façon d\ine poutre 
droite et q la poussée de l'arc. On aura 

M = |x — qy. 
Donc 

d'où 



(^) q = 






Construisons un polygone funiculaire de distance polaire arbi- 
traire ^0 des charges données et soient z^ les segments déterminés 
par les ordonnées des nœuds entre ce polygone et sa corde. 

On aura 

d'où 

(3) ^=^^ v:;^:' 

Si la section est supposée constante, 



(4) «' = ?o 



21^- 



Si, dans une première approximation, on regarde tj et A^ ou le 
rapport ? comme constant dans toute l'étendue de l'arc, 



l64 3* SECTION. — CHAP. VIII. 

Cette formule est analogue à celle des arcs pleins de seclion 
constante. On la construit de même, avec cette différence qu^au 
lieu de diviser l'arc en un certain nombre de parties, pour rem- 
placer des intégrales par des sommes, on n*a ici réellement à con- 
sidérer que des sommes à nombre fini de termes (autant de termes 
qu'il y a de barres principales). 

Si Ton fait abstraction de l'élasticité des barres de remplissage, 
à tous les nœuds on appliquera des forces égales ou proportion- 
nelles aux ordonnées connues 2®, toutes parallèles à la corde et de 
même sens. Un polygone funiculaire de ces forces, de distance 
polaire quelconque d^ qu'on disposera comme il a été dit au 
Ghap. I, troisième Partie, donne, au facteur d près, le numéra- 
teur. Aux mêmes nœuds et dans la même direction, on appliquera 
des forces égales ou proportionnelles k y ti un polygone funicu- 
laire de même distance polaire donnera, au même facteur près, le 
dénominateur. 

Dans le rapport, le facteur d disparaît et l'on obtient la poussée 
q par la construction d'une quatrième proportionnelle. On évite 
même cette construction en choisissant q^ comme il a été dit au 
Chapitre susmentionné. 

On peut, si on le juge commode, amplifier toutes les ordonnées 
y des nœuds dans un rapport arbitraire n : i et appliquer les 
forces aux nouveaux points ainsi obtenus. 

Ayant la poussée 9, comme les réactions verticales sont les 
mêmes que pour une poutre droite à deux appuis simples et dé- 
terminées graphiquement, on détermine les tensions par la con- 
struction d'une figure réciproque. 

Les tensions connues, on en déduit les sections des barres. On 
fera la même remarque que plus haut : le solide d'égale résistance 
rigoureux ne peut, en général, pas exister, comme il sera établi 
dans la Note I. Cette même remarque s'applique à tous les arcs 
que nous aurons à considérer ainsi qu'aux poutres à plus de deux 
appuis. 

Si Ton avait à construire la formule (3), il faudrait commencer 
pour chaque barre par calculer les produits 

SA» ' 

-fL — ' 
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d'où 

On construirait les. sommes des moments des forces z^ et j ' 
parallèles à la corde AB relativement à un point de cette corde 
comme ci- dessus. 

Mais, dans ce cas, il paraît aussi simple de procéder par le 
calcul. On numérotera les barres principales et Ton fera un Tableau 
à colonnes où, pour chaque barre, on formera : 

I** Le produit 



[>] 


ay , 

SA» -^^ 


2° Le produit 




[aj 


y X «o; 


3** Le produit 





[3] yxj. 

On fera la somme des nombres [2], celle des nombres [3], on 
divisera la première somme par la seconde^ le quotient obtenu est 
un nombre sans dimension n> 

La poussée q sera n fois la longueur q^ mesurée à l'échelle des 
forces. 

§ 636. 

POUSSÉS DVE A LA TEMFÉRATÏÏBS. — Appliquons la formule (1), à 
savoir 

2é[Ëshi '^ ir ) ^ = "' 

Si aucune force n'agit, autre que la poussée due à la tempé- 
rature, on a 

M= — qy; 
d'où 

V ay* _V 8Ta7 
^^ESh*"^ h ' 

(6) q = -, 

^ Y» g/* 

^ESAs 
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OU, en supposant les barres homogènes, en sorte que le coedGcieDi 
de dilatation 8 et le coefficient d'élasticité soient les mêmes pour 
toutes, les supposant aussi toutes à une même température t, 
on a 



q = a-iE 






Le dénominateur a déjà été construit ou calculé. Le numérateur 
est aisé à construire. Portons {fig' 3o) sur une horizontale xx' 
une longueur OH = h égale à la distance qui sépare chaque nœud 
supérieur de sa barre conjuguée et sur une verticale une longueur 
HA = a égale à la longueur de cette barre. 



Fig. 3o. 




H U^ 



Nous avons ainsi les droites OA, 0A| , . . . . 

Coupons-les par une verticale placée à une distance 01 de 
Torigine égale à un nombre simple n d^unités de longueur (échelle 
du dessin de l'arc). Soit n = 3. 

• • représentent les rapports numé- 



T , AI AI 

Les longueurs -^» -5-; 



a 
riques t* 

Faisons la même opération pour les nœuds inférieurs, en nous 
servant de la moitié de gauche Ox^ de Ox, et notons que les 
nouveaux, rapports ainsi obtenus doivent être pris négativement, 
puisque les h sont négatifs (§ 205). 

Appliquons aux nœuds supérieurs, des forces parallèles à AB el 

représentant j- à l'échelle déjà adoptée pour les forces fictives qui 
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ont servi à construire le dénominateur, toutes dans un sens, et aux 

nœuds inférieurs des forces analogues dirigées en sens contraire. 

On construira la somme des moments de ces forces avec la 

■ 

même distance polaire d qui a servi à construire le dénominateur 
et Ton fera le quotient des deux longueurs qui, au facteur d près, 
représentent le numérateur et le dénominateur. 

On multipliera ce quotient par le nombre 8tE. 

On peut aussi calculer les termes en nombre fini de la somme 
qui forme le numérateur. 

La poussée totale de Tare s'obtiendra en ajoutant celle due aux 
forces à celle due à la chaleur. 



B. — ARC ENCASTRÉ A UNE EXTRÉMITÉ ET LIBREMENT APPUYÉ 

A L'AUTRE. 

§ 637. 

Théorème fondamental. — Si, aux divers nœuds d'un arc 
réticulaire quelconque, encastré à Vune de ses extrémités et 
posé sur tourillon simple à l'autre, on applique des forces 
fictives 

parallèles, dirigées dans un sens convenu ou en sens opposé 
suivant que M est positif ou négatif, le centre de ces forces pa- 
rallèles coïncide avec le tourillon simple. 

2" Si l'on a égard aux effets de la température, on doit 
remplacer les forces fictives ci-dessus par celles 

Ma 8-a 

(^^ EsÂ"«"*"-7r' 

où, dans le second terme, h est positif ou négatif selon les 
conventions du § 205. 

3" Si l'on a égard à la variabilité des barres de rem- 
plissage, les mêmes théorèmes s'appliquent à la condition d'ap- 
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pliquer aussi les forces fictives {a) ou (b) aux sommets op- 
posés à ces barres. 

En efiety soient A le tourillon simple et B Tappui encastré, le 
premier supposé à gauche. Prenons toujours la ligne AB pour axe 
(les X et la perpendiculaire à cette ligne menée en A pour aie 
des y. 

Les com|)osantes Uo, ^o du déplacement du point A étant nulles, 
les formules (D') et (E') du § 622 donnent pour les composantes u, 
ç du point B et la rotation Q. correspondante, en observant que 
pour ce point^= o, 



2/ M'a' ^'-z'a' X , 



\i / M'a' S'x'a'X 



les sommes s'étendant à toutes les barres et / étant la longueur de 
la corde. 
Or on a 

d^où, en supprimant les accents, 



2/ Ma ^za\ __ 



(7) ^ _ . .. > , 



2(Si^— '•^=^' 



A 



ce qui établit la proposition. 

Remarque. — Si l'on fait abstraction des effets de la tempé- 
rature, les formules se réduisent à 



2 



Ma 

X = o. 



. ES A» 

2 Ma 
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Pour un arc homogène, E disparaît et 

(V^ Ma 

^' -' ' 'C^ Ma 

Si la section est regardée comme constante, ce qui a toujours 
lieu dans les premiers calculs, 

("V' Ma 

2 Ma 



a 



Si enOn, dans celte première approximation, on regarde aussi j-, 

comme sensiblement constant pour toutes les barres 

( SMx = 0, 
^^ ^ I SM^ = o, 

c'est-à-dire que le centre de forces parallèles égales ou propor- 
tionnelles à M appliquées aux divers nœuds est le tourillon Â. 

§638. 

APPUGATIOH DU THÉOBÉME GÉHÉBAL. ^ Ces équations étant tout 
à fait analogues à celles obtenues dans le cas des arcs pleins, nous 
pouvons étendre aux arcs réticulaires la méthode d^Eddy. Prenons 
d'abord le cas où Ton emploie les équations (7'^). 

Soit {/ig. 2, PI. JlLIV) ABCD un arc réticulaire appuyé en 
A et encastré en B. Il est soumis à des charges verticales 1,2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8 agissant sur les nœuds supérieurs. 

Je construis un polygone funiculaire aolo2o***^o ^^ distance 
polaire quelconque q^ de ces charges et je détermine sa ligne de 
fermeture ao&o ^n supposant que Tare repose sur ses appuis 
comme une poutre simplement appuyée en A et encastrée en B, 
mais sans tenir compte de l'invariabilité de la longueur de la 
corde. 

On satisfait ainsi à la première des équations (7'^)* Si z^ sont 
les ordonnées du polygone funiculaire comprises entre ce poly- 
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gone et sa ligne de fermeture clq bo et que M' représente le moment 
de flexion qui se produirait en un nœud quelconque de l'arc s'il 
reposait à la façon d'une poutre encastrée à un bout (sa corde 
n'étant pas invariable), on aurait 

(8) M'=qoz', 

et, par suite, 

(9) 2:M't = o, 

(10) ^z'qX — o. 

Je considère à présent le polygone 

A. 1.9. 2. 40. 3. 11. 4.12.3.13. 6. li. 7. 13. 8. 16. D.B, 

formé par les étrésillons, et je mène les ordonnées y de ses som- 
mets comptées depuis la corde de Tare AB. 

Je construis une ligne de fermeture ABo, telle que des forces 
fictives descendantes jKi 9 JKa» ^a? ••• égales ou proportionnelles 
aux ordonnées des nœuds 1,9, % ... soient équilibrées par : 

i" Des forces ascendantes placées aussi suivant les verticales 
des nœuds et égales ou proportionnelles aux ordonnées comprises 
entre AB et AB© ; 

a" Une force verticale passant en A. 

La ligne ABo se détermine comme celle ctobo et comme nous 
Favons indiqué à l'occasion de la poutre droite. 

Si Ton appelle y les ordonnées des nœuds, comptées depuis la 
ligne ABq, ordonnées positives ou négatives suivant qu'elles sool 
ascendantes ou descendantes, à partir de ABo, on aura identi- 
quement 

(il) I,yx = o, 

Ceci posé, c'est un théorème de pure Statique applicable ici 
comme aux poutres pleines que celui qui établit (§ âOO) que le 
moment de flexion M en un point quelconque du plan est, à une 
fonction linéaire près des coordonnées de ce point, égal à celui p 
qui existerait si l'arc reposait sur deux appuis simples à la façon 
d'une poutre droite. 
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Le momeDt M' de Tare regardé comme poutre encastrée à un 
bout ne diffère de [x que par une fonction linéaire de x. 

Donc M ne diffère de M' ou de q^z^ que par une fonction li- 
néaire de X et y. Mais y ne diffère de y que par une telle fonction . 

Donc M ne diffère de q^ z^ que par une fonction linéaire de x 
et de^ et l'on peut écrire 

M = q^s!^ — qy -h A -h Bar, 

çr, A, B étant trois constantes à déterminer. 

Pour X = o, on a z'^ = o, ^=o et aussi M = o, puisque le 
point A est un tourillon. Donc A = o et 

M = q^z\ — qy -\-'^x. 

On doit avoir les deux équations (7") qui, à cause de (10) et 

(il), se réduisent à 

BSa7* = o, 

qsi'Lz^y^q'Lyy^o, 

les sommes s'étendant à tous les nœuds. Comme ^x^ est essentiel- 
lement positif, la première ne peut être satisfaite que par B= o. 
Donc 

(la) M = yo^'o — yy? 

où la constante q est définie par 

expression analogue à celle qui donne la poussée d'un arc à deux 
tourillons. On peut construire de même ou calculer les termes en 
nombre fini des deux sommes qui y entrent. 

Si, au lieu des formules (7'^), on avait à appliquer les formules 
(7') ou (7"), ou (7'"), on emploierait, pour déterminer les deux 
droites de fermeture des polygones 

aoioSo...po et A.1.9.2.i0. . .8.i6.D.B, 

la méthode d'amplification des ordonnées (§ 632 ou 314). 

Les lignes de fermeture seraient alors telles qu'on aurait iden- 
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tiquement, 

On aurait toujours 

M = Çoz'q — qf. 

Celte expression, en vertu de (i4)» satisferait à la première des 
équations (7') quel que soit q. Et la seconde des équations (7') 
donnerait 

d'où 



(i5) Ç = Ço 



JdESA**^-^' 



Le calcul nous paraît Ici le moyen le plus simple de déterminer 
q. Pour chaque barre, on forme : 

1° Le produit «^^ = Pî si toutes les barres sont homogènes, 

E disparaît de l'expression de q et l'on forme le produit ^^ = fJ; 
2** Les deux produits ^z^ et ^y'. 

On fait la somme algébrique (en ayant égard aux signes de z^ 
et y) des premiers, puis celle des seconds pour toutes les barres 
principales et l'on divise l'une de ces sommes par l'autre. 

§ 639. 

IHFLUEIIGE DE LA TEMPÉRATURE. — Il faut, dans ce cas, employer 
les équations (7) 

(V^ / Ma 8Ta\ 

i "V' / Ma ù'za\ 

applicables quelles que soient les forces (verticales ou non) agis- 
santes et quelles que soient les températures des barres. 
Supposons qu'il n'y ait pas de forces. 
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Le moment de flexion M est alors seulement la somme des 

moments des réactions de Pappui gauche. C'est donc une fonction 

linéaire des coordonnées x et y du point que l'on considère, ou 

une fonction linéaire de celles x et y\ les y comptées depuis la 

ligne de fermeture ABq précédemment déterminée. Et comme il 

s'annule en A, il ne renferme pas de terme indépendant de x et 

dej^. Soit donc 

M = Bar -y/, 

B et ^ étant deux constantes. 

En portant cette expression dans les équations (16), elles 
deviennent 

(17) / 

Or, à cause de la seconde des équations (14)9 le terme en q 
disparaît de la première de ces équations. On en tire donc 

08) B=- ^'^' 



2 






ES A» 



qui se réduisent, si toutes les barres sont homogènes et à la même 
température, à 

(18') B=-8tE ^ ^* 



2 a 
SA* 



x^ 



Si a et A sont sensiblement les mêmes pour toutes les barres, 

léX 



(i8') B=— 8tAE 



2 



ar« 



Ayant B quMl nous paraît convenable de calculer, la seconde 
des équations (17) fournit q. Le dénominateur de l'expression 

de q^ à savoir 2 ËSA««^'«^' ^** ^^J^ connu par les recherches rela- 
tives à Faction des forces. 
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§ 640. 

RÉâGTIOnS DES AFPmS ET TENSIONS DES BABBES. — Aj^ant le moment 
de flexion M en tous les points, on Ta en particulier au point 
d'encastrement. Ce moment, changé de signe, donne le couple 
des réactions de l'appui encastré. 

On appliquera donc aux deux nœuds D et B deux forces de 
direction connue arbitraire, égales et opposées, formant un couple 
ayant ce moment. Ce sera le couple des réactions. 

En outre, il y a deux réactions verticales Rq et R| à appliquer 
en A et B. 

Ces réactions devant faire équilibre à toutes les forces agis- 
santes, c'est-à-dire aux charges données et aux deux forces du 
couple qu'on vient de déterminer, sont elles-mêmes déterminées. 

1° On déterminera les deux réactions verticales R'^^ et R', qui 
équilibrent les charges données. On les aura, en menant du pôle 
du polygone funiculaire aolo-.-po un rayon parallèle à sa corde 
aoPo- Lb point de rencontre de ce rayon avec la verticale repré- 
sentant le polygone détermine ces deux forces. • 

2** On appliquera en A et B deux forces verticales R^, R' égales 
et de sens opposés, formant un couple équivalent au moment de 
flexion M au point B. En ajoutant les deux nouvelles forces à 
celles R'j, et R', , on aura les réactions cherchées 

Ro = R'o -i- R'i, 

R, = R', -f^RI^R'j-R;. 

Tensions des barres, — Ayant la réaction Rq en A et la poussée 
q de l'arc dirigée suivant AB, on peut, en partant du point A, 
déterminer les tensions des barres soit par la méthode des figures 
réciproques, soit par celles de Ritter. 
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/ 



C. — ARCS ENCASTRÉS AUX DEUX EXTRÉMITÉS. 

§ 641. 

Théorème fondamental. — i° Si, aux divers nœuds d'un arc 
réticulaire encastré à ses extrémités, on applique des forces 
fictives parallèles 

Ma 

(a) 



ESA«' 



dirigées dans un sens convenu ou en sens contraire, suivant 
que M est positif ou négatif, ces forces doivent être en équi- 
libre astatique, c'est-à-dire qu'elles doivent être en équilibre 
quelque direction quon leur donne, 

a® Si l'on a égard à V influence de la température supposé^ 
variable d'une manière quelconque d'une barre à l'autre, il 
suffit d'appliquer le théorème à des forces fictives 

-^ • Ma 8ta 

où, dans le second terme, h est positif ou négatif selon les con- 
ventions du §205. 

3" Si l'on veut avoir égard à l'élasticité des barres de rem- 
plissage, ces théorèmes subsistent, pourvu que les forces fictives 
(a) ou (b) soient appliquées non seulement aux nœuds, mais 
aussi aux sommets opposés aux barres de remplissage. 

Soient {/ig» 2, PL XLIV) A et B deux appuis d'un arc réticu- 
laire et supposons-le encastré à la fois en A et B, c'est-à-dire que 
non seulement les points A et B sont fixes, mais les directions 
(non les longueurs) des barres AC et BD sont invariables. 

En prenant toujours la ligne AB pour axe des x et la perpen- 
diculaire à AB menée en A pour axe des y, on a, pour le point A 
et la barre AC, 

Mo = P0 = COo = o. 

Par suite, les composantes u, v du déplacement de B et la rota- 
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tion û de la barre BD fournies par les formules du § 622 sont, en 
observant que, pour le point B\ on di y = o, x = AB := /, 



2/ M'a' B''z'a' \ , 

U'S'A'»"^ h' )^'' 



'*"" 2d\E'S'k'^'^ h' )^' 

y/ M'a' S'T'g' X 

2à\E'S'h'*'^ h' )' 

où les sommes S s'étendent à toutes les barres, x'^ 7' désignant 
les coordonnées des sommets opposés à ces barres. Or, comme on 
a«/=(^ = û = o, il s'ensuit, en supprimant les accents, 

2/ Ma OTa\ 
, V y' VT' / Ma 8Ta\ 

XI /Ma OTa\ 

qui établit les propositions énoncées. 

Si Ton fait abstraction des effets de la température, 

2 Ma ^ 
EsÂï ~^' 

(«9) i2-Es7îî^ = ^' 

2 Ma 

Si les barres sont homogènes, E disparaît des équations et 

2 Ma 

, , j •>k;;i Ma 

(•9) {2-SÂÎ^ = "' 

2 Ma 
Si la section est regardée comme constante, ce qui aura lien 
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dans les recherches de première approximation, 

Ma 



Ma 

a? = G, 



2 Ma 

XI Ma 

Enfin si, dans ces premières recherches, on suppose la hauteur A 
constante et les longueurs des barres principales égales, 

/ S M =0, 
(19»») I SMa? = G, 

( i:M7 = o. 

Ce sont des forces M appliquées aux divers nœuds qui sont en 
équilibre astatique. 

§ 642. 

APrUCATIOHDnTHÉOBÉMEFOHDAlIEIlTAL. —Ce théorème s^appliquc 
exactement comme dans le cas de Tare encastré à un bout seule- 
ment. 

Supposons d^abord qu*il s^agisse seulement d^appliquer les 
équations (19'*). 

Reportons-nous à \di Jig. 2, PL XLIV, 

I** On construira le polygone funiculaire ao^o des charges 
données de distance polaire quelconque q^. Soient z^ les ordonnées 
comptées depuis la corde, qu'y déterminent les verticales des 
nœuds. 

2° On déterminera la ligne de fermeture de ce polygone dans 
rhypothèse où Tare serait une poutre droite encastrée à ses extré- 
mités, c'est-à-dire qu'on déterminera une droite a^b^ par la con- 
dition que les forces descendantes Zq soient équilibrées par des forces 
ascendantes représentées par les ordonnées que déterminent les 
verticales des nœuds entre ao3o et a^b^. On procédera pour cela 
comme au Chapitre IV, IP Partie. 

Soient z^ les ordonnées positives ou négatives du polygone 

IV. ig. 
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funiculaire comptées depuis sa ligne de fermeture ao^o- On aura 
identiquement 

les sommes s^étendant à tous les nœuds. 

3^ On déterminera de même une ligne A'^B'^, telle que des forces 
descendantes égales aux ordonnées y des sommets du polygone 
A.1 .9.2. 10. 3. • .8.16.D.B comptées depuis la corde AB soient 
équilibrées par des forces ascendantes égales aux ordonnées que 
déterminent les nœuds ou sommets de ce polygone entre AB 
et A'^B'^. 

Soient y les ordonnées positives ou négatives des nœuds ou 
sommets du polygone comptées depuis A'^B'^. On aura 

Observons que, si Tare est symétrique, la ligne A'^B'^ est hori- 
zontale. Alors la seconde des équations (20') est satisfaite d'elle- 
même si la première l'est. Et il est aisé de satisfaire à la première. 
Il suffit de prendre Fordonnée de A'^B'^ égale à la moyenne arith- 
métique des ordonnées des nœuds. 

4^ Le moment de flexion cherché M sera 

(ai) M = 5roVo— ^/i 

où entre une seule constante indéterminée, la poussée g de Tare. 
Quel que soit q, en vertu de (20) et (20'), on satisfait auxdeusi 
premières des équations (19*'). La dernière donne alors pour dé- 
terminer q 

qo^^or — ç^yy = Oy 
(") ^ = ^^1/7' 

que Ton construira comme plus haut. 

5® S'il fallait appliquer les équations (19'), on emploierait la 
méthode d'amplification des ordonnées et l'on trouverait toujours 
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les lignes de fermeture. On aurait alors 

(a3) { ^ 

(a3') { 

et 



(^4) q 



2àESh*^^ 



que Ton calculerait comme il a été dit précédemment. 

§ 643. 

OmuEHCEDELATEMPÉBATÏÏBE. — Appliquons les formules (19) en 
supposant qu'il n'agisse aucune force sur Tare. Le moment de 
flexion en un point sera alors une fonction linéaire des coordon- 
nées X el y de ce point ou de celles x et y^ soit 

M = A -h Bx — çy', 

A, B, q étant trois constantes à déterminer. Celle A est le moment 
de flexion à Tencaslrement de gauche, B est la réaction verticale 
en ce point et q la poussée de Tare 

En portant cette expression dans (19), il vient, à cause de (^3'), 

Les deux premières fournissent A et B el alors la dernière 
donne q. 

On calculera les termes des sommes S. 
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Supposons Tare de structure sjmétrique. Les équations d'équi- 
libre de forces fictives étant indépendantes du choix des axes, 
prenons la verticale de symétrie de l'arc pour axe des y. Toutes 
les équations subsisteront telles quelles. Mais alors ^ = j^. Donc, 

en vertu de (aS'), et comme par symétrie ^ pcT ^= ^^ ^^^ équa- 
tions ci-dessus donnent 

(26) { 

2 



St^zj? 



B= — 



ax^ 



Soit y^ l'ordonnée de A„B'^. On a 



Donc 



r = JO-+-J'. 



ES A -^^^ES/i 



(yzcL 



par suite 



2ay y ^ a 

'ÉS/î 2à1 



ES A 



Si Tare est homogène, E sort du signe S et le dénominateur esi 
connu parles recherches relatives aux forces. 

Supposons l'arc homogène et toutes les barres à la même tem- 
pérature T. 

Alors 

2 a 

A = — OT ii , 

2 a 
SA 
(26") { B=o, 

2«/ 



q = 0-E ^ , 

V O'Ty 
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§ 644. 

BÉACnONS DES AFPmS ET TEHSIOHS DES BARBES. — La réaction de 
chaque appui se compose d^une force et d'un couple. 

Soient Ro, M'^, la force et le couple pour l'appui A; R|, M', la 
force et le couple pour Tappui B. 

On connaît le moment de flexion M en chaque point. II est la 
somme de celui dû aux forces et de celui dû à la température. 
Donc en particulier on le connaît en A et B. Soient Mo et M| ses 
valeurs en ces points. 

On aura 

M'o = Mo, 

M'i = — M,. 

On appliquera en A et C deux forces parallèles de direction ar- 
bitraire formant un couple de moment Mo et en B et D deux forces 
formant un couple de moment — M|. 

Les réactions verticales Ro et R| doivent équilibrer les charges 
données et les quatre forces qu'on vient d'ajouter. 

Soient R'jj, R', celles qui équilibrent les forces données (§ 54). 

Appliquons en outre en A et B deux forces verticales R^, R", 
ég^ales et de sens opposés formant un couple équivalent à — M'^^ 
ou à — Mo et enfin deux forces verticales R^, R'J égales et de sens 
opposés formant un couple équivalent à — M, on à M|. On aura 

Ro= Ro "+" R'o "^ ^u» 
R, = R'i -h R", -4- R7. 

Ayant les réactions des appuis, les tensions des barres s'en- 
suivent comme précédemment. 



D. — ARCS AVEC CHARNIERES. 



Il est clair que les mêmes méthodes peuvent s'étendre à toute 
espèce d'arcs. Ce qui précède et les indications du Chapitre IV, 
III* Partie, montrent suffisamment comment on devra procéder 
pour des arcs réticulaires à charnières. 
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§ 645. 



MÉTHODE BASÉE SUB LA UftHE DE POUSSÉE. — Nous avons vu com- 
ment, dans un arc à section pleine, on peut trouver très simple- 
ment la ligne obtenue en portant sur la verticale d'une charge 
mobile égale à Tunitë, agissant sur un arc quelconque encastré ou 
non, une ordonnée égale ou proportionnelle à la poussée qu'elle y 
détermine. 

Cette ligne tracée, le principe de superposition fournit de suite 
la poussée qu'une charge quelconque produit dans l'arc. 

La poussée connue, en l'introduisant parmi les forces données, 
un arc peut être traité comme une simple poutre droite soumise 
aux mêmes sujétions que lui. 

Il y a donc là une méthode complète et, croyons-nous, nou- 
velle de résoudre graphiquement les problèmes des arcs à sec- 
tions pleines. 

Pour l'appliquer ici, il suffit d'observer que les formules des 
arcs réticulaires se déduisent de celles relatives aux arcs à sections 
pleines, en remplaçant dans ces dernières 



r}\d$ f Mds fMds 

J "ET' J "ET"'' J -ËT-^' 



respectivement par 

^ Ma yi Ma ^ Ma 

jUÊSh^' 2âESh^^' jUWh^^' 

Moyennant cette 'modification, les théorèmes sur le tracé des 
lignes de poussée s'appliquent aux arcs réticulaires. Pour ceux-ci, 
ces lignes sont rigoureusement de simples polygones ayant leurs 
sommets sur les verticales des nœuds. Ainsi : 

Théorème. — Pour a{>oir la ligne de poussée d^un arc quel- 
conque, encastré ou non ; 

1® A tous les nœuds de l'arc appliquez des forces verti- 
cales fictives qui^ à une échelle convenue, représentent les 
grandeurs 
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2° Construisez le polygone funiculaire de ces forces dont la 
distance polaire représente, à Véchelle ci-'dessus et celle des 
longueurs adoptée dans le dessin de l'arc^ la grandeur déter- 
minée une fois pour toutes y comme il a été dit précédemment. 






ce polygone étant assujetti à passer par les deux appuis, de 
sorte qu'il est déterminé. 

L'ordonnée de l'un quelconque de ses sommets, comptée depuis 
sa corde et mesurée à Téchelle des longueurs du dessin de l'arc, 
représente la grandeur numérique de la poussée qu'un poids i 
appliqué au nœud placé sur la verticale de ce sommet détermine 
dans l'arc. 
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CHAPITRE IX. 

APPLICATION AUX POUTRES ET ARCS RÉTICULAIRES CONTINUS. 

§ 646. 

rOBHULE rOHDAMBHTALE. — Soit {fi g. 3, PL XL!V) une poulre 
réliculaire, de hauteur coDStanie ou variable, posée sur n-\-\ 
appuis de niveau ou non, pourvu que les différences de niveau 
soient de Tordre des déplacements élastiques, ou un arc posé sur 
de tels appuis, ces appuis épousant ou non la forme de Tintrados 
dans son état naturel, pourvu que, dans ce dernier cas, les écarts 
entre cette courbe et les appuis soient de Tordre des déplace- 
ments élastiques. 

Gela équivaut à dire que nous considérerons soit un arc, soil 
une poutre droite réticulaire dont /i -j- i points sont assujettis à 
rester fixes ou à avoir dans le sens vertical des déplaceraenls 
donnés. 

Nous appellerons ces points des appuis, et nous les désignerons, 
en allant de gauche à droite, par les lettres 

Aq, Aj, Aj, ...) A/_i, A/, A/4-1) •-•! A/i_|, A/|. 

Nous désignerons les projections horizontales des longueurs des 
travées aussi en allant de gauche à droite, par les lettres 

Nous appellerons A| la projection horizontale de A,-, de sorte 
que AJ_,A'^= U. 

Considérons les deux travées consécutives //, //^.i. 

Les nœuds A|_|, A/, A|\|.| sont ceux qui reposeraient naturelle- 
ment sur les appuis si ceux-ci épousaient exactement la forme de 
rintrados; dans le cas contraire, ils n'y reposeront qu'après la 
déformation de la pièce. 

Nous rapporterons les points de chaque travée à une horizon- 
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laie dirigée de la gauche vers la droite, prise pour axe des ^ et à 
la verticale ascendante prise pour axe des j^. 

Nous désignerons par u^ v les composantes du déplacement 
d'un nœud dont les coordonnées sont x^y^ vl ^ ç' celles du nœud 
dont les coordonnées sont j;', y; Ui, (^/celles du nœud posé sur 
Tappui A/. 

On se donne les déplacements verticaux Vi] ils sont nuls si les 
appuis A| se trouvent sur Tintrados figuré dans son état naturel. 
Sur la figure, ces appuis sont supposés en contrebas de Pintrados, 
c'est-à-dire que les ç^/ sont supposés négatifs. 

Nous appellerons A/B/, A/C/ les deux ét'résillons partant de ce 
nœud, A|B| étant celui de gauche. 

Nous appellerons co/ la rotation de Tétrésillon de droite A|C/ et 

nous désignerons par N^ une somme s'étendant à toutes les barres 

i 

comprises entre A|_|C/_j et AiG/j la première exclue, la seconde 
incluse. 

Ceci posé, les formules (E') du § 622 donnent, en remplaçant 
(i>o par (0|_| et û par (0|, 



ou 



et de même 

, v» / M'a' ô'x'a'N,, 

i + l 

et, pour les rotations, la première (D') donne 

V» / M'a' o'T'a'\ 

A cause de la dernière, la seconde devient 

, \i / M'a' 8'T'a'\ 
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Éliminant u)/ entre cette dernière et celle qui donne Vi^t , il vient, 
en supprimant les accents, 

I v^ / Ma 8xa\ i v^ / Ma 8Ta\,, . 

i _ f/-i — y, vi+i — VI 

\ - l, '^ //+, ■ 

Dans le cas où Ton fait abstraction de la température, il vient 
. ,. I ICI Ma I ^ Ma , p/+, — p/ , vi-t-t — Vj 

Cette formule s'applique sans modification aucune, qu'il s'agisse 
d'un arc ou d'une poutre droite. Dans ce dernier cas, on rapporte 
généralement les altitudes des appuis à une ligne de comparaison 
supérieure, de sorte que, si yi est la cote de l'appui correspondant 
au nœud Â/, on aura 

v(+\ — vi = yt — yt+iy 

d'où 

, . I \i Ma I V Ma .^ yt— yi-i . yi —yi-^i 

i ï-4-1 

Si l'on fait abstraction de l'élasticité des barres de remplissage, 
les sommes ne se rapportent qu'aux barres principales et M repré- 
sente le moment de flexion au nœud opposé à la barre a. Les 
formules sont alors analogues à celles des poutres pleines. 

Si tous les appuis sont de niveau ou si, dans le cas d'un arc, 
tous sont exactement sur l'intrados, les équations (i) et (2) devien- 
nent respectivement 



/ON ï "^ / Ma oxa\ i yi / Ma Oxa\,, . 

i 14-1 

,-,. I V» Ma I v» M« /f \ 



1 + 1 

Si toutes les barres sont homogènes, E disparaît, et si, dans une 
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première recherche, on suppose, à toutes les barres, même sec- 
tiooy il en est de même de S. Si la hauteur de la pièce est sensi- 
blement constante et si les barres principales ont sensiblement 
même longueur, les formules deviennent : 

1° Dans le cas de Tare appuyé sur des points qui ont des déni- 
vellations relativement à la forme naturelle de Tintrados, 

7? Dans le cas de la poutre posée sur des appuis ayant des déni- 
vellations yi relativement à une ligne de comparaison supérieure 
(axe des^ de haut en bas), 



4-Hi 



3^ Dans le cas de l'arc ou de la poutre sans dénivellation rela- 
tivement à la fibre moyenne naturelle, 

i i-i-l 



§647. 

AraUCATIOH DE LA FOBKULE FOHDAUHTALE AUX F0UTBE8 DB0ITE8. 
— Ces diverses formules sont identiques à celles des poutres 
pleines, avec cette différence que les intégrations dans l'étendue 
d'une travée sont remplacées par des sommations à un nombre 
limité de termes. 

Quoiqu'il suffise de connaître le moment de flexion aux divers 
nœuds, on peut l'étudier en tous les points, c'est-à-dire comme 
une fonction continue de x, ce qui le fournit en particulier 
aux nœuds. On peut, par suite, tirer de ces équations le théorème 
des trois moments, celui des deux moments, chercher les 
fojers, etc. 

Il suffit pour cela d'employer les formules générales données 
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pour les poutres droites en remplaçant partout 

par 

Ma 
ES h*' 

ti 



t le signe / par le signe ^. 



Dans le cas où Ton regarde le rapport -Fê^ comme constant, on 

le fera sortir des signes S. 

Ainsi, l'équation (i i) du § 3o3, qui donne la relation fondamen- 
tale pour des poutres de section constante ou variable, entre les 
moments de flexion OÏL/ et DÏLi^^ en deux points F, et F/^i choisis 
arbitrairement dans deux travées consécutives Z/ et li^^, et le mo- 
ment de flexion M/ sur Tappui qui les sépare, est 






^^ 



où «I, i»i = /,• — Ui sont les distances du point F/ aux deux appuis 
A/_i, A| de la travée // et Ui^y^ Vi^\ = //^.i — a; les distances de 
Fi.,.,, aux appuis A/, A/.,.,. 

Il est bon d'observer que la lettre ^/ n'a plus ici la même signi- 
fication que dans les formules ci-dessus. Il n'en résultera aucune 
confusion, parce que, dansla suite, vint sera plus employé qu'avec 
sa nouvelle acception. 

Dans la formule ci-dessus, on a 



"'""ii "^â*^ 






ii^ll f^ El '^ A; /,*, 
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Cette équation se trouvera ici remplacée par celle-ci 

1 Vili Zà ËSA< 

! _!_ M r ' 'S^ {jr — Ui)xa ^ \ V (m/-^i— J?)(//.n~-a r)a1 

1 L i *+i J 

"^ w/^-i/i-Hi Zà ES A» ■" '' 



avec 



i+i 



<7) 



f //-.i^^ ESA2 // /,>, 



OÙ \^ se rapporte à toutes les barres principales de la travée 

//; dans chaque terme, x est Tabscisse du nœud opposé à 
celle barre par rapport à la verticale de l'appui gauche de la 
travée. 

Y- et [JL/ ont les mêmes significations que dans les poutres pleines. 

§648. 

THÉORÈME DES TB0I8 HOMEHTS. — La formule (6) comprend toute 
la théorie des poutres réliculaires continues, de section et de hau- 
teur constantes ou variables. Pour en déduire le théorème des 
trois moments pour de telles pièces, il suffit de supposer les points 
F| et F/^i coïncidant avec les appuis A/_| et A/^.,, c'esl-à-dire de 
faire 

W| = O, Vi = //, ^A/ = o, 

W|-f-l = h-k-U ^i-^\ = O, \Li^x = O, 

d'où, pour le théorème cherché, 

Mi-i yi T(1i — :r>ia r jr^ ici ax^ _j_ '^ {Ij^y ^^jgg -j 

// ^ ES /i* "^ ''*M /? ^ ES A* "^ ir Zà ËSA^ 

« L i i-f-I J 

(8) \ If^^ Zà ES A» 



i-f-i 



— - - " 1 r^ — " ~ 



I "^ \iax I 



ES /t* // /, 

-4-1 
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OÙ, daos chaque terme des sommes 2, pi est la valeur du momeDt 
de flexion au point d'abscisse x^ c'est-à-dire au nœud opposé à la 
barre à laquelle se rapporte ce terme, qui se produirait si la travée 
considérée existait seule, posée sur appuis simples. Les valeurs de 
p. sont d'ailleurs celles du § 355. 

Si -FF-r; est constant. 



(9) 



_ ES A» / Xi-i—yi __ 7/4-1— r/ \ ^ 
a \ li l/^i / ' 

le dernier terme disparaissant si les appuis sont de niveau quand il 
s'agit d'une poutre, et s'ils épousent exactementla forme naturelle 
de l'arc s'il s'agit d'un arc. 

A l'aide de l'équation (9), on peut résoudre tous les problèmes 
relatifs aux poutres réticulaires continues. 

Mais il est plus commode, comme nous l'avons montré à Toc- 
casion des poutres continues, d'employer ce que nous avons 
appelé le théorème des deux moments. 

§ 649. 

THÉORiME DES DEUX HOHERTS. — Le point F| d'une travée étaol 
choisi arbitrairement, prenons celui F/^.! de façon à satisfaire à 
l'équation indépendante des charges, dépendant uniquement des 
dimensions de la pièce, 

. _i_ ^ (37— Ui)jra I VI (uj^i — T ) {li^i— x)a _ 

^'""^ ViliZi ESA« "^ Ui^ , /,vi 2à -~^~^^ ~*^- 



ES/|î 



Alors l'équation (6) n'a plus lieu qu'entre les deux moments 

Donc, connaissant OFl/, on en tire OIL/^.!. Si l'on y suppose 
constant, ce facteur sort des signes S et, s'il n'y a pas de dé- 
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nivellation des appuis relativement à la forme naturelle de la 
pièce, il disparaît. 

Qu'il y ait ou non des dénivellations, il disparaît dans ce cas 
de l'équation (lo), qui devient 

/ {-«-1 



§ 650. 

F0TER8. — Prenons comme point de départ Fq Tappui gauche A^, 
c'est-à-dire faisons Uo = o, Po= ^n l'équation ci-dessus donne un 
point F| dans la première travée ; à celui-ci correspond un point F2 
dans la seconde et ainsi de suite. Ce sont les foyers de gauche. 

De même, partant du point An^i et le prenant pour le point F;,, 
c'est-à-dire faisant ç„^i = o, u„^i = /«, l'équation (10) donne un 
point F),_, dans la travée /«-o puis à celui-ci en correspond un 
dans la travée /«^a, etc. Ce sont les foyers de droite. 

§ 651. 

H0MEHT8 DE FLEXIOH. — En partant du fojer de gauche pour 
lequel 3ïLo = Oj le théorème des deux moments donne d1L|, puis 
de dTL| on déduit dDLs, et ainsi de suite. 

On a donc les moments en tous les foyers de gauche. 

On peut les trouver de même aux foyers de droite. 

Par suite, on les connaît en deux des points de chaque travée, 
ce qui permet d'en tracer la ligne représentative dans toute 
l'étendue de la poutre. 

§ 652. 

EFFORTS TRAHGHA1IT8, BÉAGTIOHS DES AFFUIS ET TEHSIOHS DES DABBES. 

— Connaissant les moments de flexion, on en déduit les eflbrts 
tranchants qui sont les dérivées changées de signe des moments 
de flexion ou les coefficients angulaires changés de signe des côtés 
des polygones funiculaires représentant les moments de flexion, ou 
des tangentes aux courbes funiculaires représentant ces moments. 
La réaction d'un appui s'obtient comme pour les poutres 
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pleines. Enfin, connaissant ces réactions, on obtient les tensioDs 
des barres par la construction d^une figure réciproque, ]Aus sim- 
plement ici par le théorème deRitter (§205). 

§ 653. 

CAS DES POUTRES DE HAUTEUB GOHSTAHTE. — Lorsqu^on suppose la 
hauteur de la poutre, les longueurs et les sections des barres con- 
stantes, il est aisé d^efTectuer les sommations qui entrent dans les 
équations ci-dessus et Ton peut donner ces équations sous forme 
finie. L'équation (i i), si Ton y remplace Ui par li — p, devient 

(12) -' — -, — -^'^ — j — = i.y^+-Ly(/,^j_:r). 



n-1 



C'est Féquation qui donne les foyers. 

Le théorème des deux moments devient alors 

^X{li—X) ^Xjlj^i^x) 

(i3) -^ , Olt/H- i^ j DXii^t = H/, 



ou 



H.=-fy. 



X 



(■4) 



i-i-l 



Les sommes qui entrent dans H| dépendant des charges, on ne 
peut pas les calculer une fois pour toutes; mais celles qui entrent 
dans Téquation des foyers et dans les coefficients de t)]l/ et D\ii^{ 
du théorème des deux moments (et qui sont les mêmes) peuvent 
se calculer pour chaque forme de poutre. 

On voit que ce qu'on a à déterminer, ce sont des sommes de la 
forme 

i i i i i 

où a est une constante. 
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Examinons le cas d'une poutre à triangles isoscèles. 
Soit 2.k le nombre des barres principales {k barres inférieures 
et k barres supérieures), entrant dans une travée A,_| A/ {Jig, 3 1). 

Fig. 3i. 




Comme nous l'avons dit (§ 646) la somme \] se rapporte à 

i 

toutes les barres comprises entre A/_iC/_i et A/C/, la première 
exclue. Mais, comme nous négligeons ce qui concerne les barres 
de remplissage, nous avons seulement à considérer les k barres 
principales (sur la figure A* = 5) comprises entre A/_i et A/ et 
celles pareilles comprises entre C/_i et C/. 

Pour une barre a = 2'. 3', l'abscisse x se rapporte au nœud 3 
opposé à cette barre. 

La somme ^a signifie qu'on doit répéter la grandeur con- 

i 

slanle a autant de fois qu'il y a de barres, de sorte que 



(lî) ^a 



— ikoL, 



Pour former ^x, nous considérons séparément les termes de 

i 

la somme se rapportant aux barres supérieures et ceux se rappor- 
tant aux barres inférieures. Pour les barres inférieures, les 
ubscisses x sont celles des sommets i, 2, 3, 4? ^* Toutes les barres 
avant même longueur a, les abscisses de ces points comptées 
de A|_4 sont 



En générai, 



a(i4-2 -i- 3 4-.. .H- a:) = 

'1 



i3 
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Pour les barres supérieures, ce sont les nœuds Ci_i , i', 2', 3', f 
dont les abscisses sont à sommer, et l'on aura 

?+(|+«) + (^ -««)+•••+[? +(^-')«] 

ka , ,, ., ka (k — \)ka k^a 
= ha[i-i-a-f-...-t-(A: — i)]= h ^— — = • 

Donc, en tout, on a 

k(k-hi)a k^a k(%k'hi)a 



(.6) 2 



.r = 



'A 



On formera de même \^ (/| — a?), c'est-à-dire la somme des 

distances des nœuds à l'appui A/. Pour les barres supérieures, 
c'est la somme concernant les nœuds i, a, 3, 4? ^9 soit 

o-Ha-i-2a-i-3a-l-... + (A — i)a = . 

a 

Pour les barres inférieures, ce sont les nœuds 4'» 3', a', 1', C/_i, 
qui donnent 

soit 

Aa (A- — i)ka __ A'a 



2 2 2 ' 



soit en tout 

(17) 2^{li^x)= ~ 

i 

La somme \] x^ donne pour les barres supérieures 

i 

• / • • o« f\ a*k(k-^i)(2k-hi) 
a«(i*-^2«4-3«-f-...-4-X:*) = ^^ ^ -i 

pour les barres inférieures 
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soit en tout 

^"^ [4 ^ "^ "^ 6 ~ J ' 

ou 

(.8) 2--*«*(^-i-'^) = *-^^:^-^'^ 

j 

La somme 2^(// — x) est par suite 



ou, en observant que 

2 



(19) ^a?(//— ar)=- ^ 



Portons ces valeurs dans l'équation qui donne les foyers et celle 
qui exprime le théorème des deux moments, en les multipliant 

par a = jy introduisant // au lieu de a et mettant la lettre 2ki au 

lieu de 2k pour le nombre des barres principales de la travée //, 
on aura, pour déterminer les foyers, 

3^;; -^ sTi^T. =^^'('^ïâ:J--='''-K'-Î^J' 

et pour le théorème des deux moments 

3^;; ^'-^ TJ^, 311/+.= H,-. 

Si l'on suppose ki infiniment grand, l'équation des foyers se 
réduit à 

qui est celle des poutres pleines. Pour peu que les travées soient 

grandes, les nombres ki et ki^i sont grands, les termes en t- et 7 — 
sont négligeables devant l'unité. 



196 3* SECTION. — CHAI». IX. 

On arriverait à des résultais aDalogues en calculant 11/ dans 
l^hypothèse d^une charge unique appliquée à un nœud quelconque, 
ce qui permet de l'étendre à des charges quelconques grâce au 
principe de superposition. 

On voit donc que, dans tous ces calculs, on peut sans incon- 
vénient employer les formules et constructions graphiques des 
poutres pleines pour déterminer les moments de flexion, eflbris 
tranchants et les réactions des appuis, ce qui permet de déter- 
miner ensuite les tensions des barres soit à Taide des figures réci- 
proques, soit à Paide du théorème de Ritter (§ 205). 

On arriverait à des conclusions analogues en envisageant la 
|)oulre à triangles rectangles ou à triangles quelconques. 

§ 654. 

APPUCATION AUX ABCS RÉTICULAIBE8 GONTIIIUS OU A DES POUTBES GOl- 
TmUES. — Sachant traiter exactement ou approximativement le$ 
poutres réticulaires, on voit facilement à présent qu'on peut 
étendre aux arcs réticulaires continus ou reliés à des poutres con- 
tinues la méthode exposée dans la Note II placée à la fin de la 
IIP Partie. Dans Texpression de la poussée comme partout, on 

remplacera 

Mds 

Et 
par 

et les intégrations s'étendant à Tare entier ou à une travée, par 
les sommations correspondantes. 
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NOTE I. 

MÉMOIRE SUR LA RECHERCHE DES TENSIONS DANS LES SYSTÈMES DE 
BARRES ÉLASTIQUES ET SUR LES SYSTÈMES QUI, A VOLUME ÉGAL 
DE MATIÈRE, OFFRENT LA PLUS GRANDE RÉSISTANCE POSSIBLE (*). 

Objet et principaux résultats de ce Mémoire. 

Soit un réseau de barres ou lignes élastiques liées entre elles par 
des articulations cylindriques ou sphériques : cylindriques^ si 
toutes les barres sont situées dans un plan; sphériques, dans le cas 
contraire. 

Aux divers points d'articulation ou sommets de la figure sont 
appliquées des forces qui maintiennent le système en équilibre. 
On se propose de déterminer les tensions que ces forces dévelop- 
pent dans les diverses barres. 

Parfois la Statique seule suffit à résoudre ce problème; mais le 
plus souvent elle le laisse indéterminé et, pour en obtenir la solu- 
tion, il est nécessaire d'avoir égard à l'élasticité de la matière ou 
des matières composant les barres. 

Habituellement on détermine alors leurs tensions en faisant usage 
des principes de la Résistance des matériaux. Comme le problème 
est, de sa nature, déterminé, si l'on écrit séparément, pour chaque 
barre, toutes les équations que fournit la Résistance en ayant égard 
aux liaisons de cette barre avec toutes celles qu'elle rencontre, on 
obtient finalement autant d'équations qu'il y a de forces inconnues 
à déterminer. C'est cette méthode (dont on peut faire remonter 



(») Ce Mémoire a été présenté à rAcadéinie des Sciences le a8 avril 1878 cl 
publié dans la I*^ édition de cet Ouvrage (1874)* Malgré quelques redites avec 
ce qui été exposé dans la i'* Partie de l'édition actuelle, nous le reproduisons in 
extenso, avec quelques additions indiquées par des paragraphes dont les numéros 
portent des indices ou des astérisques. 

Il est, en outre, complété par la Noie I bis. 
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l'idée première jusqu'à Euler) que suivait Navier, et depuis elle 
a été appliquée avec succès, notamment par de Saint- Venant (•) 
et Bresse (^). 

Mais cette marche, qui exige l'introduction, à titre d'inconnues 
auxiliaires, de toutes les actions mutuelles que les barres exercent 
les unes sur les autres, est toujours pénible et souvent très diffi- 
cultueuse dans la pratique. 

Nous nous proposons d'indiquer ici une méthode qui offre le 
triple avantage d'être plus précise, d'être d'une application plus 
simple, et de mettre en évidence quelques résultats généraux que 
les méthodes habituelles permettraient difficilement d'apercevoir. 

Parmi ces résultats, nous indiquerons les suivants : 

Un système de barres distribuées d'une manière quelconque dans 
un plan ou dans l'espace étant en équilibre sous l'action de forces 
données, nous cherchons d'abord à quelles conditions le système 
doit satisfaire pour que la Statique permette de déterminer le*; 
tensions de toutes les barres qui le composent; nous établissous 
qu'il faut pour cela, et il suffit que la figure géométrique formée 
par les barres ne contienne pas de lignes surabondantes y c'esl- 
à-dire qu'elle contienne au plus le nombre de lignes nécessaires 
pour la définir de forme. 

La même proposition s'applique quand les points d'articulation 
des barres sont assujettis à certaines conditions, comme de de- 
meurer fixes ou de se mouvoir sur des courbes ou des surfaces 
données. Dans ce cas, la figure ne doit pas contenir plus de lignes 
qu'il n'est strictement nécessaire pour la définir, en ayant égard 
aux sujétions auxquelles elle est soumise. 

Nous cherchons ensuite comment, quand les barres sont élas- 



( ' ) Leçons de résistance des matériaux professées à l'École des Ponts et 
Cliaussées, 1837- 1 838. — Mémoire sur le calcul de la résistance et de la flexion 
des pièces solides à t impie et à double courbure, lu k TAcadémie des Science* 
le 3o octobre 184 3. 

( ■ ) Recherches analytiques sur la flexion et la résistance des pièces courbes 
(i856). — - Cours de résistance des matériaux professé à V École des Ponts et 
Chaussées. Dans son Mémoire de i856, \f. Bresse donne notamment une applica- 
tion aux ponts Vergnais, dont les constructeurs s'occupaient alors beaucoup; 00 
3' trouve aussi la démonstration de ce fait : que le nombre des équations foamies 
par la Résistance est nécessairement toujours égal à celui des indéterminées qu'elle 
introduit. 
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tiques, la théorie mathémalique de l'élasticité permet de trouver 
leurs tensions dans les cas où la Statique les laisserait indétermi- 
nées. La proposition qui précède fournit pour cela une méthode 
générale extrêmement simple et commode. 

Après ces préliminaires, nous abordons le problème le plus im- 
portant au point de vue des applications : celui qui consiste à 
déterminer les sections d^un système de barres formant une figure 
géométrique donnée et soumis à des forces données, par la condi- 
tion que toutes les barres tendues supportent même tension et 
toutes les barres pressées même pression, par unité de surface. 

A en juger par les résultats obtenus en Résistance des matériaux, 
on serait porté à croire que ce problème est toujours possible et, 
au premier abord, on ne voit pas de raison pour qu'il en soit 
autrement; car il comporte autant d'équations du premier degré 
à satisfaire qu'il y a d'inconnues à déterminer. 

Cependant la méthode que nous suivons indique qu'il est très 
souvent impossible et parfois indéterminé; nous établissons à cet 
égard le théorème suivant : 

1** Pour qiCun système de m barres en équilibre sous V action 
de forces données puisse être constitué en solide d^égale rési- 
stance, il faut et il suffit, en générBl, que la figure géométrique 
formée par les axes des barres ne contienne pas de lignes sur- 
abondantes. 

2? Toutes les fois qu'une figure formée de m lignes et conte- 
nant k lignes surabondantes peut être constituée en solide 
d'égale résistance, elle le peut d'une k^P^^ infinité de manières; 
c'est-à-dire qu'on peut, dans ce cas, prendre arbitrairement (entre 
certaines limites) les sections de k barres, et, pourvu que les sec- 
tions des m — k autres soient convenablement choisies, toutes les 
barres travaillent de la même manière. 

C'est là une propriété très remarquable sur laquelle nous revien- 
drons; mais arrêtons-nous d'abord à la première partie de la pro- 
position que nous venons d'énoncer : elle conduit à cette consé- 
quence nouvelle et importante, que les meilleures constructions, 
celles qui emploient le mieux la matière, sont, en général, les 
plus simples, celles qui ne sont pas surchargées de lignes et aussi 
les plus faciles à calculer, puisque, d'après la première proposition 
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énoncée plus haut, ce sont celles dont les forces intérieures peu- 
vent s'obtenir par le seul secours de la Statique. 

Cette conséquence nous semble devoir donner une nouvelle 
importance à la Statique graphique, dont les procédés simples el 
expéditifs remplacent alors, avec tant d'avantages, les calculs labo- 
rieux et souvent inextricables de la Statique ordinaire; elle esl 
d'ailleurs bien d'accord avec le sentiment des plus grands construc- 
teurs américains, puisque tous ces gigantesques ponts qu'ils exé- 
cutent depuis une vingtaine d*années sur leurs grands fleuves sont 
formés de systèmes articulés tellement disposés, que la Statique 
permette de déterminer les tensions des barres ou des câbles qui 
les composent. Nous verrons toutefois que le sentiment, si déve- 
loppé qu'il soit, ne suffit pas en pareille matière,' et^que, s'il a 
heureusement inspiré les ingénieurs des Etats-Unis en leur indi- 
quant l'utilité de rechercher pour leurs grandes charpentes des 
formes simples, il ne les a pas amenés, en général, à découvrir, 
parmi ces formes, celles qui donnent lieu à la plus grande éco- 
nomie de matière, et que, sous ce rapport, les méthodes scienti- 
fiques et rigoureuses permettent d'apporter à leur œuvre des mo- 
difications importantes et vraiment avantageuses. 

Il résulte de la seconde partie du théorème qui précède que, si le> 
figures sans lignes surabondantes sont, en général, les seules qui se 
prêtent à la résistance égale, il est pourtant des cas exceptionnels où 
une figure à k lignes surabondantes peut être aussi édifiée en forme 
de système d'égale résistance, et qu'alors il le peut d'une Xr"**'' 
infinité de manières, c'est-à-dire que le constructeur dispose alors, 
dans certaines limites que le calcul assigne, des sections de k 
barres f sans perdre l^ avantage de la résistance égale. On com- 
prend que ce soit là une faculté précieuse (*), et comme en réalité, 
dans la pratique, la figure géométrique que forme une charpente 
destinée à résister à des efforts donnés n'est jamais commandée 
d'avance, on comprend qu'on puisse souvent la disposer de façon 
à satisfaire aux conditions voulues pour qu'elle se trouve dans ce 
cas exceptionnel de pouvoir être, d'une manière et, par suite, d'une 
infinité de manières, constituée en système d'égale résistance. 11 ,^ 



(') Toutefois, dans la pratique, elle est, en général, limitée. 
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a lieu, dès lors, de se demander si ces figures, quand elles sont pos- 
sibles, ne doivent pas être préférées à celles qui ne contiennent pas 
de lignes surabondantes, et si Ton ne pourrait pas mettre à profit 
rindétermination que présentent les sections de leurs barres, pour 
réaliser une économie de matière. Le théorème suivant, que nous 
établissons, montre que cette question se résout par la négative : 

Lorsqu^un système de barres contenant des lignes siirabon- 
dantes satisfait aux conditions nécessaires pour qu^on puisse, 
d^une manière et, par suite, d^une infinité de manières, le con- 
stituer en solide d^ égale résistance, il existe nécessairement un 
système formé par une partie seulement des barres données, 
ne contenant pas de lignes surabondantes et tel que, disposé 
en système d^égale résistance, il dépense exactement le même 
volume de matière que le système complet. 

Ainsi, même dans les cas exceptionnels où il n'y a pas désavan- 
tage à employer des figures à lignes surabondantes, il n y a pas 
intérêt à le faire, en sorte que l'on peut dire que toujours les figures 
simples peuvent être choisies -en toute sécurité (*); par exemple. 



(^) Nous ne prétendons pas que pratiquement il faille bannir d'une manière 
absolue les lignes surabondantes; mais nous posons la règle suivante, que nous 
croyons également conforme au bon sens et à la Science : le fond d'une ossature 
en bois ou en métal doit être une figure sans lignes surabondantes dont les di- 
mensions soient calculées d'après les principes stricts de la théorie et dont les 
pièces soient réellement reliées entre elles par articulations. Maintenant si, parmi 
ces pièces, surtout parmi celles comprimées, il en est qui sont trop longues, qui 
pourraient fléchir soit sous l'action de leur propre poids, soit par suite de la com- 
pression qu'elles subissent, il faut nécessairement les soutenir par d'autres pièces; 
mais ces pièces, qui peuvent être, elles, des lignes surabondantes, doivent rece- 
%'oir des sections très faibles, de façon à bien indiquer qu'elles sont là, non pour 
concourir à la résistance générale, mais comme simple soutien des pièces qui y 
concourent. Et il faudrait bien se garder de donner à ces pièces secondaires deî^ 
dimensions considérables; car par là, outre qu'on gaspillerait la matière, dans 
beaucoup de cas, on se tromperait si Ton croyait obtenir un surcroît de sécurité ; 
on pourrait, au contraire, produire au point de vue de la résistance un eiïet plus 
nuisible qu'utile, en modifiant complètement la répartition théorique des forces, 
répartition d'après laquelle les pièces ont été calculées. 

Un Ouvrage remarquable où, croyons-nous, ces préceptes ont été suivis, est le 
pont d'Arcole. L'arc est réuni au couronnement du tympan par de simples 
triangles. Seulement les côtés trop longs de ces triangles sont soutenus par des 
barres secondaires et très grêles; et c'est précisément parce que cet Ouvrage esl 
disposé d'une façon si rationnelle qu'il unit à une grande solidité un si haut 
degré d'élégance. 
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une poutre simplement triangulée est préférable à la poutre à croix 
de Saînt-Ândré, celle-ci préférable à la poutre à treillis, et aÎDsi 
de suite. 

Puisqu^il en est ainsi, pour trouver, parmi toutes les figures 
possibles, celles qui, pour résister à des efforts donnés, par 
exemple à des charges verticales, dépensent le moindre volume de 
matière, il suffit de les chercher parmi les figures sans lignes sura- 
bondantes, c^est-à-dire, en vertu du premier des théorèmes énoncés 
dans ce qui précède, parmi celles auxquelles la Statique est appli- 
cable. Cette recherche n'offre donc aucune difficulté : elle exige 
seulement des calculs plus ou moins laborieux ; nous Tavons faite 
pour les poutres les plus usitées en Europe et aux États-Unis. 
Nous devons quelques-uns des calculs relatifs à cette partie de 
notre travail à Tobligeance de notre ami M. Brune, ancien élève 
de l'École Polvtechnique et de l'École des Beaux-Arts, professeur 
de construction à cette dernière école; qu'il nous soit permis de lui 
en exprimer ici nos remerciements ( * ). 

Nous donnons un Tableau comparé des volumes de matière 
nécessaires pour résister soit à une charge permanente, soit à une 
charge roulante, soit aux deux charges réunies, suivant qu'on em- 
ploie les diverses variétés des poutres triangulées, ou les poutres 
américaines les plus estimées, et nous arrivons à cette conséquence, 
qu'en général les nouvelles poutres armées à l'américaine, quelque 
séduisantes qu'elles paraissent, sont bien loin d'être les plus éco- 
nomiques, et que les systèmes simplement triangulés, peu goûtés 
en France, mais depuis longtemps très usités en Angleterre, sous 
le nom de poutres de Warren, sont bien préférables. Comme, d'un 
autre côté, il résulte de l'un des théorèmes énoncés que ces poutres 
sont préférables à celles en croix de Saint- André (qui contiennent 
des lignes surabondantes), que celles-ci sont préférables aux 
poutres à treillis plus chargées encore de lignes surabondantes, 
on peut conclure que les poutres simplement triangulées doivent, 
en principe, être préférées à toutes celles actuellement usitées. 
Les tableaux numériques que nous donnons montrent d'ailleurs que 



( * ) Nous remercions aussi M. le professeur Alexander, qui a bteu voalo tra- 
liuire en anglais cette partie de noire Irayail et, à cette occasioni reroir tous 
nos calculs numériques, dans lesquels il nous a signalé quelques erreurs que nous 
avons rectifiées dans la présente édition. 
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ce ne sont pas de légères, mais de très grandes économies que l'on 
réalise, en suivant rigoureusement, en cette matière, les préceptes 
de la théorie. 

De plus, par ces Tableaux, on peut, en quelques instants, faire 
les devis comparatifs de plusieurs poutres prises parmi les meil- 
leures et choisir, dans chaque cas, la plus économique de toutes. 



I. 

Conditions pour que la Statique suffise à déterminer les tensions 

d'un système de barres. 

Pour arriver à résoudre d'une manière générale le problème de 
la recherche des tensions dans un système de barres en équilibre, 
nous chercherons d'abord à reconnaître dans quels cas la Statique 
seule peut en fournir la solution. 

Pour cela, nous remarquerons que toute la Statique se résume 
en définitive dans le seul principe des vitesses virtuelles. Donc, si 
elle n'est pas impuissante à résoudre le problème que nous avons 
en vue, le principe des vitesses virtuelles devra donner tout à la 
fois et les conditions à remplir par les forces extérieures appliquées 
à un système de barres pour qu'elles demeurent en équilibre, et 
les tensions de ces barres. 

Pour trouver les conditions d'équilibre entre les forces exté- 
rieures, il suffit évidemment de donner, aux points d'articulation 
des barres, tous les déplacements compatibles avec leurs liaisons, 
en supposant d'ailleurs les barres parfaitement inflexibles et inex-* 
tensibles; ces conditions, nous ne nous en occuperons pas : nous 
les supposons satisfaites, puisque nous admettons que le système 
est en équilibre. 

Pour trouver maintenant toutes les relations que le principe des 
vitesses virtuelles peut fournir entre les tensions des barres, con- 
cevons l'une d'elles, celle qui relie deux sommets A et B, coupée 
près de chacune de ses extrémités ; l'équilibre ne sera pas troublé 
si, aux deux points Â et B et suivant la ligne AB, on applique 
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deux forces égales et conlrairesy égales à la tension de la barre 
coupée. 

Donnons au système privé de la barre AB tous les déplacement 
compatibles avec ses liaisons, en supposant les barres qui la com- 
posent parfaitement rigides. Ceux de ces déplacements qui ne 
modifient pas la distance entre les points A et B sont ceux qu'on 
a déjà dû donner pour trouver les conditions d'équilibre enlrr 
les forces extérieures-, ils fourniront des équations où n'entrera 
pas la tension de la barre AB : ils ne pourront donc pas servir 
à déterminer cette tension. Pour qu'il soit possible de la découvrir 
par le seul secours de la Statique, il faut que l'on puisse donner 
au système un déplacement virtuel altérant la longueur AB, les 
longueurs de toutes les autres restant invariables ; réciproquement, 
toutes les fois qu'un tel déplacement sera possible, en lui appli- 
quant le théorème des vitesses virtuelles, on trouvera une équation 
entre les forces extérieures et la tension cherchée, en sorte que 
cette tension se trouvera déterminée. 

Ainsi, pour qu'on puisse trouver, par la Statique, la tension 
d'une barre AB, il faut et il sufGtque la figure géométrique formée 
par les axes des barres soit telle qu'on puisse donner au côté ABdc 
cette figure un petit allongement virtuel, tous les autres côtés 
conservant leurs longueurs. 

De là résulte que, pour que Ton puisse trouver, par la Statique 
seule, les tensions de toutes les barres, il faut et il sudit que la 
figure géométrique formée par leurs axes soit telle que chacun de 
ses côtés puisse recevoir un allongement virtuel, tous les autres 
conservant leurs longueurs; en d'autres termes, il faut et il suffit, 
si m est le nombre des barres, que les m côtés de la figure géomé- 
triques qu'elles forment puissent recevoir ni allongements virtuels 
indépendants les uns des autres. Ainsi : 

Théorème I. — Pour que la Statique puisse fournir les ten- 
sions d'un système de barres, il faut et il suffit, sans aucune 
exception, qu^ il soit librement dilatable ('). 



(') Cel énoncé, qui ressort de la démonsLralion, n'avait pas été explicileroeni 
formulé dans la i'* édition. Il mérite de l'élrc, comme ne donnant lien a 
aucune exception. Il en est de même du théorème III ci-après. 
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Mais dire que les m côtés d'une figure géométrique peuvent 
recevoir m allongements infiniment petits, indépendants les uns 
des autres, sans que la figure cesse d'être possible, équivaut à 
dire (sauf les cas d'exception qui font l'objet de la Note I bis) 
que la figure peut être construite en prenant arbitrairement les 
longueurs de tous ses côtés; car cela exige qu'entre ces longueurs 
il n'existe aucune relation algébrique permettant de déduire l'une 
(Pelles de la connaissance des autres. Donc : 

Théorïimk 1 bis, — Pour cjue la Statique puisse fournir les 
tensions d'un système de barres, il faut et il suffit, sous ré- 
serve des cas d'exception mentionnés, que la figure géomé- 
trique formée par les axes de ces barres soit telle, qu^ on puisse 
la construire en se donnant arbitrairement les longueurs de 
tous ses côtés. 

Supposons à présent une figure à m côtés, qui ne puisse recevoir 
(jue m — k dilatations virtuelles distinctes, c'est-à-dire qui soient 
telles que, si l'on se donne arbitrairement les dilatations de m — /c 
(le ses m côtés, les dilatations des k autres s'ensuivent. 

Alors il est clair que le principe des vitesses virtuelles ne four- 
nira entre les tensions des m barres que m — A* équations dis- 
tinctes. Ainsi : 

Théorème II. — Si une figure à m côtés ne peut recevoir que 
m — k dilatations virtuelles distinctes, la Statique fournira 
k équations de trop peu pour déterminer 1rs tensions de ses 
barres. 

Cet énoncé ne souffre aucune exception. 

Cela aura lieu (et, en général, sauf les cas d'exception discutés 
dans la Note, cela n'aura lieu que dans ce cas) toutes les fois que 
le nombre m des côtés de la figure est tel que celle-ci soit entiè- 
rement définie par la connaissance de m — k d'entre eux, en sorte 
iju'elle contient A* lignes surabondantes, c'est-à-dire k lignes de 
plus qu'il n'est strictement nécessaire pour la définir. Alors il est 
clair que ses m côt(:s ne pourront subir que m — k allongements 
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virtuels distincts ou indépendants les uns des autres; la Statique 
ne fournira par suite, entre les tensions des barres, que m—k 
relations; inversement, si, entre les tensions de m barres, la 
Statique ne fournit que m — k relations, cela indique que ces m 
barres ne peuvent recevoir que m — k allongements virtuels di- 
stincts, et que, par suite, leur figure géométrique est entièrement 
définie de forme par la connaissance de m — k de ses côtés. Ainsi : 

Théorème II bis. — Toutes les fois que la figure géométrique 
formée par un système de barres contient k lignes surabon- 
dantes, la Statique fournira k équations {et, en général, seu- 
lement k) de trop peu pour définir les tensions de ces barres, 
et inversement, si la Statique fournit k équations de trop peu 
pour définir les tensions d' un système de barres, on est certain 
que la figure géométrique qu^elles forment contient k lignes 
surabondantes. 

Remarque. — En général (et sauf les exceptions discutées dan^ 
la Note I bis), les théorèmes qui précèdent permettent, à la 
simple inspection d^une figure, de voir si la Statique pourra ou 
non faire connaître les tensions de ses côtés. 

Soient, en effet, m le nombre des côtés et n le nombre des som- 
mets ou points d'articulation d'une figure. 

Si la figure est plane, et que 

(i) m 2 2/1 — 3. 

la figure peut être construite d'une ou d'une infinité de manières, 
et la Statique permet de trouver les tensions de ses côtés. Eu 
effet, elle est déterminée de forme et de position, si l'on se donne 
2/2 conditions permettant de déterminer les 2/2 coordonnées de 
ses n sommets; elle est donc, en général, déterminée de forme 
par 2/1 — 3 conditions, puisque trois conditions définissent sa 
position dans le plan. 
Si 

( I bis ) m = a/i — 3-+- A:, 

k étant un nombre positif, la figure contient k lignes surabon- 
dantes, et la Statique fournira A' équations de trop peu entre les 
tensions de ses barres. 
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Si la figure n'est pas plane, elle pourra être construite si 
(2) /n|3/i — 6, 

et elle renfermera k lignes surabondantes si 
{'ibis) m = 3n — G-f-A*; 

mais il ne faut pas perdre de vue que ces formules sont sujettes à 
exceptions, tandis que les théorèmes I et II n'en souffrent aucune. 

§ 3. 

Les théorèmes I et II s'appliquent non seulement aux figures 
libres, mais aussi à celles dont les points d'articulation sont assu- 
jettis à certaines conditions, comme de demeurer fixes ou de glisser 
sur des courbes ou des surfaces données, ou de conserver entre 
eux des distances invariables; seulement, dans ce cas, on ne doit 
compter comme distincts que les allongements compatibles avec 
les sujétions des points d'articulation, puisque le principe des 
vitesses virtuelles s'applique alors à de tels mouvements. 

Dans ces sortes de figures, on aura à déterminer, outre les ten- 
sions des barres, les réactions des appuis; mais on peut remarquer 
que, les tensions une fois connues, les réactions des appuis s'en- 
suivent. Il suffit d'écrire que chacun des sommets non libres est 
en équilibre sous l'action : i^ des forces extérieures qui y sont 
directement appliquées; 2** des tensions des barres qui y abou- 
tissent; 3** de la réaction qu'il subit de la part de son appui. On 
obtient ainsi trois équations qui fourniront les trois composantes 
de cette réaction. Ainsi : 

Théorème III. — Pour que la Statique permette de déter- 
miner les tensions des barres et les réactions des appuis d'un 
système articulé dont certains points d'articulation sont assu- 
jettis à rester finis ou à demeurer sans frottement, sur des 
courbes ou des surfaces données, il faut et il suffit que les 
m côtés de la figure puissent recevoir m dilatations virtuelles 
indépendantes les unes des autres, et toutes compatibles avec les 
sujétions des points d'articulation. 

Si, au contraire, entre ces dilatations, il existe k relations 
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/insultant de la forme de la figure, de sorte que m — k d^ entre 
elles seulement soient arbitraires, la Statique fournit k équa- 
tions de moins quUl n'est nécessaire pour la détermination des 
tensions des barres et des réactions des appuis. 

Ce théorème n'est sujet à aucune exception. 

A présent, en général, et toujours sous réserve des exceptions 
qui font l'objet de la Note ci-après, il peut être remplacé par le 
suivant : 

Théorème III bis, — Si l'on peut construire, en prenant ar- 
bitrairement les longueurs de tous ses côtés, une figure formée 
par m barres sans cesser de satisfaire aux conditions aujc- 
quelles sont assujettis les sommets de la figure, la Statique 
permet de trouver les tensions de toutes ces barres et les réac- 
tions de leurs appuis. 

Mais si, en ayant égard aux conditions auxquelles sont as- 
sujettis les sommets, la connaissance de m — k des m côtés de 
la figure suffit à la définir, la Statique fournira k équations 
de trop peu [et, en général, seulement A), pour déterminer les 
tensions des barres et les réactions de leurs appuis. 

Remarque I. — Une conséquence immédiate de ce théorème, 
c'est que, si Ton sait trouver les tensions des barres d'une figure 
libre, on peut encore trouver ces tensions ainsi que les réactions 
des appuis, toutes les fois que la figure est assujettie à des condi- 
tions ne faisant que déterminer en tout ou en partie sa position 
dans Pespace sans influer sur sa forme. 

Cette conséquence était facile à prévoir; car les conditions dont 
il s'agit peuvent être au plus au nombre de six dans l'espace el 
de trois dans le plan; et, par suite, les équations d'équilibre entre 
les forces extérieures (au nombre de six dans l'espace et de trois 
dans le plan), permettent de déterminer a priori les réactions des 
appuis, et, une fois ces réactions connues, on peut les adjoindre 
aux forces données et regarder la figure comme libre. 

liemarque IL — En général, et sauf les cas exceptionnels 
mentionnés, le théorème ci-dessus permet, à l'inspection d^une 
figure, quelles que soient les conditions auxquelles elle est assu- 
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jetlie, de voir si la Statique pourra définir les tensions de ses 
barres et les réactions de ses appuis. 

Soient, en effet, m le nombre des barres ou côtés de la figure, 
n le nombre de ses sommets et i le nombre des conditions aux- 
quelles sont assujettis ses sommets. Si i est inférieur à 6 pour les 
figures de l'espace et à 3 pour les figures planes soumises à des 
forces situées dans leur plan, la Statique s'applique comme si la 
figure était libre, et il suffira de recourir aux formules (i) et (2). 
Si t > 6 dans l'espace ou > 3 dans le plan, la Statique permettra 
de résoudre le problème, si pour les figures de l'espace on a 

(3) /Ml3n — 6 — t 

el pour les figures planes 

( i) m%2n — 3 — r, 

elle fournira k -f- i équations de moins que le nombre total des 
tensions et réactions inconnues, si 



{3 bis) m = Zn-—6-\- k 

pour les figures de l'espace, et 

( 4 bis) m — Qn — 3 -i- k 

pour les figures planes. 

II. 

Méthode générale pour trouver les tensions dans un système 
de barres élastiques lorsque la Statique laisse le problème 
indéterminé. 

Voyons maintenant comment on pourra résoudre le problème 
de la recherche des tensions et des réactions des appuis pour des 
barres élastiques en nombre quelconque et soumises à des sujé- 
tions quelconques, lorsque, comme dans quelques-uns des 
exemples précédents, la Statique devient impuissante. 

On commencera par écrire, entre les tensions des barres, toutes 
les relations que fournit la Statique; pour cela, il suffira de con- 
IV. ,4 
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cevoir qu'on donne aux côtés de la figure géométrique formée par 
les barres tous les allongements virtuels compatibles avec les liai- 
sons ; le principe des vitesses virtuelles ne fournira alors que des 
relations où n'entreront pas les réactions des appuis et qui auroni 
lieu entre les tensions des barres virtuellement allongées et les 
forces extérieures données qui agissent sur le système. 

Si les relations ainsi obtenues étaient en nombre égal à celui 
des barres, le problème serait résolu sans qu'on ait besoin d'avoir 
égard à l'élasticité des barres. Si, au contraire, on obtient ainsi 
m — k relations seulement entre les tensions des m barres de la 
figure, on peut être certain, d'après le théorème III (et sauf les 
exceptions qui seront discutées dans la Note I bis)^ qu'il existe, 
entre les longueurs.de ces barres, k relations géométriques per- 
mettant de déduire les longueurs de k de ces barres de la connais- 
sance des longueurs des ;n — k autres. 

Soient 

<l\. df^ (Jy, . . ., Ctfn 

les longueurs des m barres à l'état naturel, c'est-à-dire lorsque au- 
cune force n'agit sur elles. 

Sous l'influence des forces appliquées aux divers points d'arti- 
culation, ces barres prendront des allongements 

* 

flC|, 34, 2j, . • ., ^tii* 

en sorte que leurs nouvelles longueurs seront 

Cfi -I- 3ti. CTj -h 3t2, .... (X,fi -V- Oiiii» 

Puisque entre ces longueurs il existe k relations algébriques, soit 
(5) F(ai -t- a,, aj -t- «j, a,, -r- «j a^ -t- a„i) = o 

une de ces relations. 

Si Ci est la tension, S/ la section et E/ le coefficient d'élaslicité 
de la barre dont la longueur primitive était ai et dont l'allonge- 
ment est a/, on aura, d'après les principes les plus élémentaire> 
de la théorie mathématique de l'élasticité. 

Portant ces valeurs de a/ dans les k relations (5), ces relations 
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auront lieu entre les tensions inconnues ti, et, jointes aux m — k 
relations, entre ces tensions, déjà fournies par la Statique, elles 
achèveront de les définir. 

Les k relations ainsi obtenues ne seront, en général, pas 
linéaires. On peut les remplacer par des relations linéaires. A cet 
effet, observons qu'avant les allongements des barres il existait, 
entre leurs longueurs, k relations que Ton obtiendra en faisant 
dans les équations (5) 

«1 = aj = as = . . . = o, 
ce qui donne 

(7) F(ai, aj, ûfa, .. ., a,„) = o. 

Retranchons ces équations des équations correspondantes (5), 
en négligeant les quantités de l'ordre du carré des allongements a,-, 
ce qui est permis, dans la limite d'approximation que comporte la 
théorie mathématique de l'élasticité. 

Si l'on fait, pour abréger, 

on aura 

(^\ — — — - 

da\ dUi da,n 

et, à cause de (ti), 

^F /, dV tt d¥ t,„ 

Telles sont les k relations à joindre à celles fournies par la Sta- 
tique pour définir les tensions //. 

Remarque /. — Toutes les équations qui fournissent les ten- 
sions étant linéaires, on voit que, si deux systèmes de forces 
agissent simultanément aux divers sommets d'une figure, les ten- 
sions qu'elles produisent sur ses divers côtés s'obtiennent en ad- 
ditionnant celles [que produirait chacun des deux systèmes de 
forces agissant successivement. 

Remarque IL — Lorsque la Statique seule suffit à déterminer 
les tensions d'un système de barres, ces tensions ne dépendent 
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que de la forme géométrique de la figure formée par les axes des 
barres; mais, lorsque la Statique laisse les tensions indéterminées 
et que, pour achever de les définir, il faut avoir égard à Télasticité 
de la matière, elles dépendent non seulement de la forme géomé- 
trique de la figure que forment les barres, mais aussi des sectioBS 
S de ces barres et de leurs coefficients d'élasticité E. Dans le pre- 
mier cas, si l'on vient à altérer les sections des barres, leurs ten- 
sions n'en sont pas modifiées, mais seulement rallongement 
élastique de chacune d'elles; dans le second, on peut, d'une infi- 
nité de manières, altérer les tensions des diverses barres en modi- 
fiant convenablement leurs sections. 

§ o. 

Pour donner un exemple de l'application de cette méthode, sup- 
posons (^fign 6, PI' XLIV) que, dans un mur vertical ZZ', on 
prenne un nombre quelconque p de points fixes ao, a«, ^3, as, ..., 
d'où l'on fait partir des tiges élastiques concourant en un point A, 
et qu'en ce point on applique une force R; on demande de trouver 
les tensions que cette force produit sur les tiges. 

Comme la force donnée R et les tensions inconnues concourent 
toutes au même point, la Statique ne fournit que deux, équations 
d'équilibre; elle ne permet donc de trouver les tensions des/? 
barres que dans le cas particulier où elles sont au nombre de 
^=12; dans ce cas, en effet, il suffît de décomposer la force R, 
suivant les directions des deux barres, pour obtenir leurs tensions. 
Si l'on veut trouver les tensions, dans le cas général d'un nombre 
quelconque de barres, il suffît de remarquer que les longueurs de 
deux barres seulement sont arbitraires; que, ces longueurs une 
fois données, le point A est déterminé, et, par suite, les longueurs 
de toutes les autres barres le sont aussi. Donc, entre les longueurs 
des/? barres, il existe p — 2 relations géométriques. 

Si, par exemple, les points a^^ ai, ^2, . . . sont équidistants, on 
voit de suite qu'entre les longueurs t/, 6/+1, 61+2 de trois barres 
consécutives il existe la relation 

en appelant a la distance constante ai a2 == ^2^3 = ... entre deux 
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points fixes consécutifs; et si pi, ^/^n i^/+2? • • • ^^i^^ ^^^ allonge- 
ments élastiques des barres, on a, après la déformation de la 

figure, 

(6/-^ P/)« 4-(6/^, -4- p,.4-,)« = 2(6/4-1 + P/-Ki)« -t- aa». 

En retranchant ravant-dernière égalité de la dernière et négli- 
geant les carrés des allongements, 

(a) ài^i-h bi^t p/4-, = 2 bi+i P/^-i . 

Or la formule (6) donne 

en appelant ti la tension delà barre de longueur bi, de section S/, 
et un coefficient d'élasticité E/. 
Donc la relation (a) devient 

( t>} ^1 17-0" "^ ^/+i i? ^ — ^^/4-i î 



E/ s / E/4-1 b /-H 1 E/-H 1 s ,•+ 1 

d'où ce théorème : 

Le produit de la tension d^une tige par unité de surface et 
par unité du coefficient d^ élasticité par le carré de sa longueur 
est la moyenne des produits analogues pour les deux tiges 
adjacentes. 

Ce théorème donne une relation entre les tensions de trois tiges 
consécutives quelconques; il fournit donc, entre les tensions des 
p tiges,/) — 2 relations qui, jointes aux deux relations de la Sta- 
tique, permettent de déterminer toutes les tensions. Les équa- 
tions ainsi obtenues se résolvent d'ailleurs, quel qu'en soit le 
nombre, d'une façon très simple. 

On satisfait en effet, quel que soit le nombre entier /, aux p — 2 
relations (6) par l'expression générale 

(10) 6?^ =*A-+-B, 

où A et B sont deux constantes arbitraires. On a donc ainsi l'ex- 
pression de toutes les tensions au moyen des deux indéterminées 
A et B, que l'on détermine en portant les valeurs ti ainsi obtenues 
dans les deux équations fournies par la Statique. 
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§6. 

Lemme. — Soit ABC un triangle, désignons par a, 6, c les lon- 
gueurs de ses trois côtés. 

Supposons que, sous une influence quelconque, ils prennenl 
des allongements positifs ou négatifs très petits a, ^, v. On de- 
mande de trouver la valeur de l'accroissement positif ou négatif oA 
qui en résultera pour l'un des angles du triangle. 

Fig. a. 




L'accroissement SA est naturellement de même ordre de gran- 
deur que les allongements a, p, y, de sorte qu'on en néglige le 
carré. 

Dans le triangle primitif (^^. a) on a 



cosA = 



2.bc 



Dans le triangle déformé, on a de même 

cos(A -+- oA) = ^-- -i_-~*-i ^^- . 

Retranchant membre à membre et négligeant les quantités de 
l'ordre des carrés de a, p, y, SA, il vient 



— sinA 8A 



ôp-i-CY — cioL 6*-+-c* — a'^Y-^c^ 



bc 



ibc 



bc 



qu'on aurait pu écrire directement en différentiant Teipression 
de cosA et remplaçant les difl*érentie)les rfA, rfa, dby de respecli- 
vement par SA, a, p, y. 
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On peut encore écrire cette équation, en observant que 

bc sinX = a X h, 

h étant la hauteur abaissée du point A, 

N. aa — (ft — ccosA)B — (c — ^cosA)y 

oA = , 

an 



ou 

ic) . 

an 

OU, en supprimant le facteur a. 



•. a 7, — a p cos C — a y cos B 
oA = — . 



^ , a — B cos C — Y cos B 
(c,) oA = -?- /- -' 

formules faciles à retenir. 

Si Ton conçoit qu*on porte les allongements positifs ou négatifs 
a, P et Y sur leurs côtés respectifs, sur le prolongement des côtés 
si ce sont des allongements et sur les côtés eux-mêmes dans le cas 
contraire, qu'on projette les lignes ^ et y sur a, en désignant les 
projections par P<, et y<x, on peut écrire 

(ct) ^\ = l^^z:Ji, 

La formule (c) peut de même s'écrire 

en désignant par a^, a^ les projections du côté a sur les côtés h et c 
comptées positivement ou négativement suivant qu'elles tombent 
sur les côtés ou sur leurs prolongements et par A l'aire du tri- 
angle. 

Remarque^ — Supposons que le côté a opposé à l'angle A 
que l'on considère se dilate seul, en sorte que p = y = o. 
On aura 

Si un seul côté d'un triangle se dilate d'une quantité positive 
ou négative a, V angle opposé à ce côté varie en grandeur et 
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signe du quotient -r de la longueur a par la hauteur du tri- 
angle abaissée du sommet de cet angle, (Théorème établi au 
§ 612.) 

Si C'est un des côtés adjacents à Tangle A qui varie seul, par 
exemple le côté b\ en sorte que a ^ y = o, on a 

§6«. 

B£LATION ENTRE LES DILATATIONS DE SIX U6NS8 10I6NAIT ttUATU 
POINTS. — Soit {^ftg' b) une figure formée par six lignes joignant 

Fig. b. 




quatre points d'un plan. Nous les désignons par les lettres a. 
a'; 6, b' ; c, c' comme l'indique la figure. Nous désigneron> 
leurs allongements positifs ou négatifs par les lettres grecques 
correspondantes a, a'; p, j3'; y? y'- 

Entre ces allongements, il existe une relation qu^il s'agit de 
trouver. 

Soient A, B, C, D les quatre angles du quadrilatère." On a 

AH-BH-G-f-D= 2>j. 
SI la figure se déforme, la somme des nouveaux angles sera 
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encore 2m, Si donc on désigne par la caractéristique 8 les variations 
des angles, on aura 

SA -f- 8B -I- oG -t- oD = o. 

Soient A^, h^, A^) ^h ^^^ hauteurs abaissées des sommets A, 6, 
C, D sur les diagonales. 

Le triangle ABC donne, en appliquant la formule (C2), 

^A 

De même le triangle CBD donne 



SD = 



ï -<-?:• 



b 



De même les triangles ABD et ACD donnent 



8B = Y-y-^ k 

se = t^:^:z^ 



9 



et, en ajoutant, 



' hx hn Afi Ac 

Telle est la relation cherchée. 

Si Ton avait appliqué la formule (C3), on Taurait obtenue 
sous la forme 

r\ — — _1— ! !_ _i— _ ' ! — 

j BAC BDG 

c Y — c,^ a — c// p' c y' — Ce a' --- C/, fi 



ABD ACD 

en désignant les aires des triangles par leurs trois sommets. 

Cas dn trapèze. — Supposons les côtés A et A' parallèles (^fig* c, 
p. 218). Les deux triangles BAC et ABD sont égaux et le double 
de leur aire est Aa, en appelant A la hauteur du trapèze. 

De même les deux triangles BDC et ACD sont égaux et le 
double de leur aire est Aa'. 
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De plus, Ca = Ca'j 0^= C^., 

f t 

tta-^ Ca= €a'-+- Cit> 



Par suite, l'équation (7 bis) devient 



(8,) 



j^.i 



cy -+■ c y — ax — a a = ^^ — — — -^ < 

Fig. c. 




Si le trapèze est isoscèle, 

b =z b', c = c\ ci,=z Ci,', Cb'= ci 



Par suite, 

(9i) 






et 
d'où 



Cas dn parallélogramme. — Dans la formule (8), on doit faire 
a = a', b = b\ Ch'= c^', c), = c* 
Cb + Cb' = Ca -H cj, = Cô' -4- ci = 2 6 ; 



(10,) 



CY 4- c'y'= a(a -I- a') 4- 6( P -h p'). 



Enfin, dans le cas d'un rectangle, on a 



(m) 



c(y -4- y') =- «(a + a') + ^( P -+- P')- 



Si Ton considère, d'après cela, un quadrilatère ABCD en équi- 
libre sous l'action de forces agissant en ses quatre sommets : 

i® En écrivant que chaque sommet est en équilibre, on obtient 
'in — 3=5 relations entre les six tensions inconnues. En y adjoi- 
gnant l'une des équations (74), (8|), (91), (iO|) ou (i i|), suivant la 
forme du quadrilatère considéré, et y remplaçant les allongements 
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a, a', ^, p', y, y' en fonction des tensions inconnues des sections 
et des coefficients d'élasticité, on aura une sixième équation. 

Si Ton a des croix de Saint-André, on écrira les équations de la 
Statique pour chaque nœud, et Ton y adjoindra pour chaque 
panneau une équation comme celle dont il vient d'être parlé. 

§6». 

Quel que soit le système considéré, la recherche des équations 
(7) ou (8) du § 4, d'où se déduisent celles (9) à adjoindre aux 
conditions d'équilibre de la Statique pour déterminer les tensions, 
est un problème de Géométrie élémentaire pouvant donner lieu 
à des calculs plus ou moins laborieux, mais qu'il n'est jamais dif- 
ficile de résoudre. Nous venons de voir comment on le résout 
dans les exemples simples qui précèdent. Au Chapitre VI il se 
trouve résolu pour les systèmes réticulaires ou simplement trian- 
gulaires avec barres surabondantes. 

L'équation (71) ou (72) au paragraphe précédent permet de le 
résoudre toujours. En effet, considérons d*abord un système de n 

points, reliés deux à deux, c'est-à-dire contenant ; lignes 

, n(n — 1) / o\ (^ — '>')(^ — 3)i. 
cl, par suite. A" = ; — (2/1 — 6) = — ^^ 9 " lignes 

surabondantes. Prenons (y?^. c) deux de ces points arbitrairement 
choisis C et D et concevons qu'on joigne chacun des autres points 
A, B, ... du système à ces deux points C et D. L'allongement 
d'une ligne AB joignant deux points quelconques A et B du sys- 
tème peut, par l'une des formules sus-mentionnées, être obtenue 
en fonction des allongements des cinq lignes AC, AD; BC, BD; 
CD. Donc, l'allongement de toute ligne n'aboutissant pas aux 
deux points C et D peut être exprimé en fonction des allonge- 
ments des lignes aboutissant en l'un de ces points et de la 
ligne CD. 

Et, comme le nombre de ces dernières lignes est an — 3, on 
aura ainsi autant de relations qu'il y a de lignes surabondantes. 

Supposons à présent que la figure ne renferme pas toutes les 
lignes joignant les n points donnés deux à deux; désignons par 

«/■» «y» «A» • • • 



vxo 
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celles qui manquent et par 




(a) a/, 


«y, «A, 



leurs allongements. 

Entre les équations obtenues dans Thypothèse d^une figure 
complète, éliminons les quantités (a); il restera autant de relations 
entre les allongements des lignes existant dans la figure qu^il y en 
a de surabondantes. 

Ainsi, par de simples éliminations entre des équations linéaires, 
on obtient les relations géométriques (q)^ quelle que soit la figure. 

On peut aussi les obtenir par des considérations purement 
mécaniques. 

C'est ce qui a été fait d'abord par le général Menabrea. 

Méthode dn général Menabrea. — Dans un beau Mémoire publié à 
Turin en 1868, sous le titre : Principe général pour déterminer 
les pressions et les tensions dans un système élastique, le gé- 
néral Menabrea s'appuyait, pour lever l'indétermination que la 
Statique peut laisser subsister dans le problème, sur un principe 
de minimum du travail élastique (' ), principe d'abord contesté, 
mais dont les résultats concordent parfaitement avec notre mé- 
thode, ainsi que l'illustre auteur l'a encore récemment constaté, 
dans un Mémoire lu à la séance de TAcadémie des Sciences du 
34 mars i884- Dans ce Mémoire, il fait ressortir la possibilité 
d'obtenir les relations purement géométriques (^) en appli- 
quant son principe du travail maximum. En effet, si a/ est l'allon- 
gement d'une barre de longueur a/, de section S/ et de coefficienl 
d'élasticité E/, la tension qui s'y produit 

ti — «1 = ki%i, 

ai 

E • S • 
en posant, pour abréger, -^^—^ = A/. 

Le travail de cette force est 



(') Voir aussi une Note lue par le général Menabrea à la séance de rAcadémie 
des Sciences du 3i mai i858. ; 

(») Voir plus loin § 18. / 
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et la somme des travaux des forces élastiques est 

la somme s'étendantà toutes les barres. Si, parmi les allongements 
oLi géométriquement possibles, ceux-là se produisent qui rendent 
ce travail un minimum, on aura 

(a) ^A7a/$a/ = c. 

A présent la Statique donne trois équations d'équilibre pour 
chaque nœud, à savoir 

(3) < Yj -h ^ Aj %i cos {A/ = o, 



v 



■^X-ia/ 






en désignant par X„ Y„ Z, les composantes de la force extérieure 

une somme s'appliquant 

s 

aux tensions /r/a/ des barres issues de ce nœud et par X/, jjL|, v, les 
angles connus que cette force fait avec les axes de coordonnées. 
Les équations (^) ayant lieu, quels que soient les allongements 
des barres, peuvent être différentiées par rapport aux a/, ce qui 
donne 

j ^ ki 8a/ cos X| = o, 



(ï) 

a 



2*.3 



oa/ cos|Ji/ = o, 



2^v S«, 



;/Cosv/ = o. 

s 



Si n est le nombre des nœuds, ces équations au nombre de 
3/1 — 6, permettent d'éliminer 3/i — 6 des quantités Aiôa/ qui 
existent dans (^). Ces quantités, s'il y a A* barres surabondantes, 
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élant au nombre de /n = 3 /i — 6 4-X:, il en restera k indépendantes. 
Si Ton égale leurs coefficients à zéro, on aura donc k relations 
linéaires el purement géométriques entre les allongements a/. Ce 
sont précisément les équations (9) du § 4. 

Méthode de Mohr. — On peut aussi obtenir ces équations en 
appliquant le principe du travail virtuel comme nous Tavons fait 
plus haut. Cette ingénieuse application du principe est due à 
Mohr {Journal des ingénieurs et architectes de Hanovre. 
1875). 

Soient toujours 

«1, «i, «3, . . . , «,;, 

les //i barres d'un système absolument quelconque, A" de ces barre> 

étant surabondantes. 

Désignons par 

«1, «îi «3» .... «/«-X 

m — k barres formant un système sans lignes surabondantes, cl 
que nous supposerons (écartant les cas d'exception discutes dans 
la note suivante) librement dilatable. 

Parmi les barres du système, nous regardons donc c'omme 
surabondantes celles dont les longueurs sont désignées par les 
lettres 

Chacune de ces longueurs est déterminée en fonction des m — k 
barres du système librement dilatable, de sorte que les A* équa- 
tions (7) du § i peuvent toujours être résolues et mises sous la 
forme 

1 Om-k-k-t ~/l{^\^ ^ï' • • • » <ï/in-*)' 



On en déduit entre les allongements élastiques les k suivantes 

. . àfs àf, âf, 

oai oai oci/H 

OÙ Ton remplacera successivement l'indice s par i, 2, 3, . . . , A. 
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Ce sont ces équations qu'il s'agit de trouver. 
Elles sont vraies quels que soient les allongements supposés infi- 
niment petits 

Car, quels que soient ces allongements, celui a„i_h+s àe chaque 
barre surabondante s'ensuit. 

Ceci étant, concevons qu'on supprime toutes les forces (direc- 
tement appliquées ou réactions d'appuis) agissant sur le système; 
supprimons aussi toutes les barres surabondantes et aux deux 
extrémités de l'une quelconque d'entre elles, celle ûCot-A-kî appli- 
quons deux forces dirigées suivant cette ligne, égales entre elles, 
de sens opposés et répulsives. Soit P la valeur commune de ces 
forces. 

Le système (privé de toutes les barres surabondantes, par con- 
séquent strictement défini de forme) sera en équilibre sous l'action 
de ces deux forces et, dans ses diverses barres, il naîtra des ten- 
sions parfaitement déterminées et qu'on pourra obtenir par la Sta- 
tique. 

Si le système privé des barres surabondantes est simplement 
triangulé, on les obtiendra grapliiquement; mais, quel qu'il soit, 
on pourra les obtenir soit graphiquement, soit analytiquement par 
les seules équations de la Statique. 

Soient 

7/1 — k-k- s m —h +- .V tn k -\- s 

t 1 t ^ * f m — k~ 

m — k-i- s 

ces forces ainsi connues. La lettre / ' représente donc l'action 
que deux forces répulsives égales et opposées, d'une valeur arbi- 
trairement choisie une fois pour toutes, P, appliquées aux extré- 
mités de la ligne a'^~^\ exercent sur la barre a*. 

Le système étant librement dilatable, puisque nous avons sup- 
posé qu'on supprime toutes les barres surabondantes, nous 
pouvons donner aux m — k barres qui le composent des dilatations 
virtuelles entièrement arbitraires. 

Soient 

Sat, ôat, ...» oom-k 

de telles dilatations. 

La barre surabondante am^k^s prendra alors une dilatation 
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oam-k+sàéieTminée par l'équation (i o^), où Ton remplace les allon- 
gements élastiques par les allongements virtuels, en sorte que 

Mais, si nous appliquons le principe du travail virtuel, nous 
aurons 

P oûr,„_AH-*— < * lai— t * oaj--... — t '"-* oa/,i = o 
ou 

m — k-hx tn — k-i-x m — k-^s 

f ï / 2 i m — k 

( lOrf ) la,n-k+s = — |T — o«i H p — oa, 4- . . . H p — oa;„. 

Les équations (lo^) et (lo,/), devant avoir lieu, quels que soient 
les allongements virtuels qui entrent dans les seconds membres, 
sont identiques. 

Par suite, 



m — k^-s 


m — k-^x 


i)f t 1 

ôai ■" P ' 


df t « 
ÔUi P 


m— k-^s 


m — k-h X 


t 1 


t « 


LdLILKJl L9 |. ) 


,, • • • • 



• • sont des grandeurs 

purement numériques, indépendantes de toutes les unités et 
ne dépendant que de la forme géométrique de la figure. Appelons- 
les 

X » "', X « , .... 

m — k-^s tn — k-hx 

Ce sont les valeurs des ^ * ^t ^ ,..., lorsque P= i. Ce 
sont donc les tensions que deux forces répulsives égales à runitc 
appliquées aux deux extrémités de k barre surabondante a'*"*^' 
(supposée enlevée ainsi que toutes les autres barres surabon- 
dantes) produisent sur les barres restantes. 

On a donc 

-^ - X — ~ i^ - X — î~ 

- — A • , --— — A * , «... 

Par suite l'équation (lo^) que l'on cherche devient 

tn~-k-i~x m — k-hs m—*-*-* 
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En faisant a = i , 2, 3, . . . , Ar, c'esl-à-dire en opérant de même 
pour chaque barre surabondante, on a les k équations cherchées; 
par suite, les équations complémentaires entre les tensions que 
prend le système rée/(avec ses barres surabondantes) sous Faction 
des forces qui le sollicitent, à adjoindre à celles fournies par la 
Statique, sont 



fm—k-\-s n . , ^, 



(10/) 



y E /,! _ k-\-s S m -k-^s 
< m — k -¥-s 

l » a, 



El S 



ti-h 



A 



m — A-^.% 
2 



a, 



1 



EjSj 



/« 



//» - A ■*- s 



*m—ki 



OÙ Ton doit faire 5=1, 2,3,4? . . • , A'- 
De là, la règle suivante : 

Théorème. — Elant donné un système quelconque à k barres 
surabondantes en équilibre sous l'action de forces quelconques : 

i** Supprimez ces forces. 

2** Supprimez les barres surabondantes. Il arrivera alors 
(sauf les cas d'exception ci-après discutés) que le système de- 
vient librement dilatable, 

3® Appliquez aux deux extrémités de la ligne géométrique 
suivant laquelle était dirigée une des barres surabondantes 
am-k^ deux forces répulsives de grandeur quelconque P {on 
prendra un nombre simple d'unités de force). 

4" Cherchez, ce qui se fait par la Statique, les tensions qui 
en résultent dans les barres conservées, 

5® Divisez ces tensions positives ou négatives par P, vous 
aurez des nombres sans dimensions 



m — k-k- s 



m — k-^ s 



m — A-Hjf 



Ce sont ceux qui entrent dans l'équation (io<.), qui exprime 
l'allongement de la barre a;„_A+f, et dans l'équation (lOf) corres- 
pondante. 

6'* Faites l'opération 5" successivement pour chacune des 
lignes am^k+s suivant lesquelles étaient placées les barres sura- 
bondantes, vous aurez toutes les équations (lo/). 

IV. i5 
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Remarque. — Si le système dépourvu de ses barres suraboD- 

m — k-^s 

dantes est réticulaire, les \ ' se trouvent graphiquement el, 
par suite, aussi les équations (lO/). C*e$t dans ce cas surtout que 
ringénieuse méthode qui précède, et qui est due à Mohr, est plus 
avantageuse que Tétude purement géométrique de la figure. 

APPUGATIOV AUX GBOQ DE SAUT-HDBÉ. — Soit {fig. d, p. 224 ) une 
poutre à croix de Saint-André. Considérons comme surabondantes 
les barres diagonales pointillées et supprimons-les ainsi que tontes 
les autres forces agissantes. 

Cherchons rallongement d'une des barres supprimées âB 
en fonction des allongements des barres conservées. Appelons 1, 
1'; a, a'; 3, 3' les numéros des barres du panneau ABCD; a,, 
a, ; a2, ol.^\ ol^j a, leurs allongements et soient CB = a, AC = A, 

CD = AB = c = y/a* -+- à'^' Nous devons appliquer aux deux 
extrémités de AB deux forces égales à Tunité et opposées el 
chercher les actions qui en résultent sur toutes les barres conser- 
vées. 

Comme ces barres appartiennent à un système réticulaire, le 
théorème de Rit ter (§ 204) les fournit. 

On voit d'abord qu'il n'y a que les cinq barres du panneau ABCD 
qui supporteront des tensions : aucune des autres barres de la 
poutre privée des barres pointillées n'est tendue. 

Le théorème de Ritter donne 

où M est le moment de flexion de la force P = i relativement au 
sommet D opposé à la barre i, et où A = — AC, puisque D est 
au-dessous de la barre i (§ 205). 

Comme 

„ a X AC 
M = , 

c 

on aura 



r a 
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et de même 

3' 

C 



22' 



Puis, pour les efibrts tranchants. 



3' 3' 



X« = X» = - 



h 
c 



y 



donc 



X3 =i; 



3' 



3' 



3' 



3' 



3' 



OU 



OU 



OLy = X' aj -i- X^'ai/ -+- X> oLi ■+■ X*'aj' •+- }J x^ 



«3'= rC*! -Hai')-^ -(^i + ai') — ^3', 
o c 



c(n3 -+■ OLy) = a(ai -h ai') •+- h{i^ -h aj'), 



qui, aux notations près, coïncide avec la formule (i5i ) du § 6^ dé- 
duite* directement de la forme de la figure. 

Fig. rf. 




§ 6^- 



BiPLACEMERS DES POOTS D'UI 8T8TÉKE UBBEHEIT DILATABLE EH 
FOVCnOH DE8 AILOHftEMElITS DES B ABBES. — Considérons à présent un 
système qui ne contienne pas de lignes surabondantes. Soit m le 
nombre de ses barres. Appelons a,* Tune quelconque d^entre elles, 
a/ son allongement. 

Soient A et B deux nœuds quelconques du système non réunis 
par une barre. Appelons aj la longueur AB et ay rallongement 
que subit cette ligne, par suite des allongements a/ des barres du 
système. Pour obtenir ay il suffit, aux points A et B, d'appliquer 
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deux forces répulsives égales à Tunité et de déterminer, par la 
Statique, les' tensions qui en résultent dans les m barres du sys- 
tème. Appelons \i la tension ainsi produite sur la barre a/. On 
aura 

ou 

(A) ay = ^X/a|-, 

i 

la sommation s^é tendant à toutes les barres du système. 

S'il s'agît d'un système réticulaire, on voit tout de suite que les 
longueurs Â| sont nulles sur toutes les barres autres que celles 
comprises entre les points Â et B, de sorte que l'équation (A) 
équivaut à celle 

B 



qui coïncide avec celle établie pour les systèmes réticulaires au 
Chapitre VI. 

Supposons le point B fixe, ou plus généralement assujetti à 
rester sur une courbe normale à la ligne BÂ. Alors la force i 
appliquée en B est détruite par la réaction de l'obstacle. Il sufCl 
donc d'appliquer la force i en A et de chercher les tensions À/ 

A 

correspondantes, que nous appellerons, dans ce cas, V. De plus, 
l'allongement clj de la ligne AB se réduit au déplacement de A 
estimé suivant cette ligne. 

Donc la formule (A) donne, dans ce cas, la projection du dé- 
placement du nœud A sur la direction de la droite AB allant vers 
un nœud B assujetti à rester fixe ou à se déplacer normalement à 
cette direction. 

Or si, ce qui arrive toujours, le système est déterminé de posi- 
tion, c'est-à-dire s'il a au moins un ppint fixe et un autre assujetti 
à demeurer sur une ligne donnée et, à plus forte raison, s'il a plus 
de sujétions, on peut toujours, A étant un nœud quelconque et 
AB une direction quelconque, prendre sur cette direction un 
point B, le joindre au point fixe du système par une barre et an 
point assujetti à demeurer sur une ligne donnée ou à un second 
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point fixe, s'il existe, par une seconde barre. Dans ce dernier cas, 
le point B est fixe; dans le premier, il peut être choisi de façon à 
se déplacer, en vertu des sujétions du système, sur une perpendi- 
culaire à AB. 

D'ailleurs, on a ajouté au système un nœud fictif B et deux 
barres, ce qui ne l'empêche pas de rester librement dilatable s'il 
l'était avant cette adjonction. 

Donc la formule (A) appliquée au système entier (le système 
réel et celui des deux barres additionnelles) donne le déplace- 
ment d^un nœud quelconque estimé suivant une direction 
quelconque, produit par des allongements donnés de ses 
barres. 

Dans le cas des systèmes réticulaires, la formule (A') jouit de la 
même propriété. Les termes provenant des barres additionnelles 
équivalent à ceux qui sont en dehors des signes S dans les for- 
mules du Chapitre VI. 

PBmCIPE DE BÉGIPROGITÉ DES DtPLAGElIElITS. — Théorème. — Si, 
sous l'action d^une force i agissant dans une direction arbi- 
traire, en un nœud quelconque A d'un système librement dila- 
table déterminé de position, un autre nœud quelconque C prend 
un déplacement qui, estimé dans une direction aussi arbitrai- 

A 

remuent choisie, est m^, réciproquement, une force i appliquée 
au point G dans cette dernière direction, imprime au point A 
un déplacement qui, estimé suivant la première direction, est 

A 

aussi u^j de sorte que, si Von appelle ce second déplacement 
u^, on a 

A C 

M*' = tt^. 

A 

En effet, appelant X' les tensions que la force i , appliquée en A 

c 
dans la première direction choisie, produit sur la barre a/, et X* 

celle que la force i appliquée en C dans la seconde direction aussi 

arbitraire détermine dans la même barre, appliquons la force i 
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en A. L'allongement a/ qu'elle produit sur une barre ai est 

a - - 

a* = g-g- ^* = K/X', 

en appelant, pour abréger, K/ le rapport pr4- relatif aux dimen- 
sions et à Télasticité de la barre A/. 

Pour avoir le déplacement du point C dans une direction arbi- 
traire CB (la seconde direction considérée), il faut, en appliquant 
la formule (A), se représenter CB comme la barre ay et regarder 

le déplacement u^ comme égal à ay. 

Les V sont les tensions produites par les forces i appliquées 
suivant cette barre fictive CB ou simplement au point C. 
Donc, dans la formule (A), on devra faire 

c 
/ c 

A 

a/ = K/X', 
d'où 

- ^^ - - 



A 



On trouverait, par le même raisonnement, pour u^ la même 
expression ; car elle est symétrique par rapport aux deux points 
A et C. 

Comme application de ce théorème, considérons un arc libre 
et librement dilatable (qu'il soit d'ailleurs réticulaire ou non). 
Supposons-le posé sur deux tourillons A et A'. Le point A étant 
fixe, rendons l'arc libre en A' et appliquons en ce point A', sui- 
vant la corde A A', une force qui allonge cette corde. 

Cherchons, une fois pour toutes, la déformation que l'arc subit 

sous l'action de cette force. Pour cela, on cherchera (par la 

c 
construction d'une figure réciproque) les tensions \^ que cette 

force I appliquée suivant la corde produit sur les différentes 

barres. On déduit de ces tensions les allongements correspon- 
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danls 

^^'^ eTs"/ ' 

et de ces allongements, les déplacements verticaux des nœuds par 
la formule (A); puis, si on le veut, ses déplacements horizontaux. 

Soit Va le déplacement vertical du nœud n® a. Le déplacement 
horizontal, on ne le cherchera que pour le point A. Soit Ac ce 
déplacement, c'est-à-dire l'allongement de la corde pour la force i 
appliquée en A'. 

Cela étant, on demande de trouver la poussée Ça due au poids i 
appliqué au nœud n^ a. 

Le poids i appliqué au nœud n** a produit sur la corde un 
allongement égal au déplacement vertical i^a que le poids i placé 
suivant AA' produit sur le nœud. 

D'autre part, une poussée i appliquée en A' produit un rac- 
courcissement Ac. Donc la poussée q^ produit un raccourcisse- 
ment 

Par suite, le déplacement total du point A' sous l'action du 
poids I et de la poussée est 

i^a — Ac X Ça- 

Pour que le point A' reste fixe, il faut que 

i^flt — Ac x^ot = o; 

d'où, pour la poussée cherchée, 

^ - *"« 

Le dénominateur est invariable, quelle que soit la position du 
poids. Ainsi : 

La poussée produite dans un arc simplement posé sur appuis 
(l'arc étant réticulaire ou non, mais librement dilatable si V on 
supprime ses appuis) par un poids appliqué en l'un quelconque 
de ses nœuds est proportionnelle à l'abaissement vertical v^ 
que deux forces i égales et opposées, appliquées suivant sa 
corde, produisent sur son point d^ application. Elle est égale 
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quotient de cet abaissement par V allongement que la corde 
ntsous l'action de cette même force. 



au 
subit sous 



§6/. 



UftHE DE POUSSÉE POUR UI ARC UBBEHEIT DILATABLE APPUTÉ OU H- 
GASTBÉ. — Si Ton construit un polygone dont les sommets situés 
sur les verticales des nœuds aient pour ordonnées, à partir de la 
corde de l'arc, des longueurs proportionnelles à v^, cette ligne 
sera ce que nous avons appelé précédemment (III® Partie) la ligne 
de poussée. 

On peut toujours déterminer i^a comme nous venons de le dire 
et, par suite, la ligne de poussée. Connaissant cette ligne, on peut 
trouver la poussée de Tare pour n'importe quelle charge, à l'aide 
du principe de superposition. 

Ayant la poussée de l'arc, on peut l'introduire avec les forces 
connues et étudier alors l'arc comme une simple poutre posée sur 
appuis simples ou avec encastrements suivant que l'arc lui-même 
est posé sur tourillons simples ou encastré. 

UfiHE DE POUSSÉE POUR UH ARC RÉTIGULAIRE. — Pour un arc réticu- 
laire, la formule générale (A) ou celle (E'') du § 622 donnent 



'.-2 



Ma ^ 



en supprimant les accents, appelant x^ l'abscisse du point d^ap- 
plication de la charge et ^ une force relative aux barres placées 

à sa gauche. 

La somme se rapporte à toutes les abscisses x des nœuds op- 
posés à ces barres. 

Le moment de flexion M vient ici de deux forces égales à i, 
appliquées aux extrémités de la corde. 

Donc le moment relatif à un nœud dont les ordonnées sontJ^ 
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ely est 

et, par suile, 

g 

Si l'on suppose appliquées à tous les nœuds des charges verti- 
cales fictives 

ES /i* ' 

le déplacement v^ cherché pour un nœud a est donc la somme 
des moments, relativement à ce nœud, de celles de ces charges 
placées à sa gauche. 

On peut encore dire que c'est le moment de flexion que ces 
charges fictives produisent en ce point. 

Donc la ligne de poussée est un polygone funiculaire de ces 
charges. Or, si Tare pose sur tourillons simples, ce polygone passe 
par les appuis. 

Nous arrivons ainsi à un résultat indiqué au § 430, III*^ Partie. 
Il serait aisé d'étendre cette démonstration aux arcs encastrés. 

III. 

Propriétés générales des systèmes d'égale résistance. 

§7. 

On a, pour l'établissement de toutes les grandes charpentes, à 
résoudre le problème suivant : déterminer les sections S/ d'un 
système de barres soumis à des forces données, de façon : i° que, 
si toutes les barres sont composées de la même matière, leur ten- 
sion par unité de surface J- soit la même dans toutes les barres 

tendues, et leur pression par unité de surface, la même dans 
toutes les barres comprimées; a** que si les barres sont composées 
de matières différentes, la tension par unité de surface et par 

unité du coefficient d'élasticité ^r4- soit la même pour toutes les 
barres tendues, et la compression par unité de surface et par unité 
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du coefficient d'élasticité^ la même dans toutes les barres coin- 
primées. 

Ainsi, si R^ et R'' sont deux nombres positifs qu'on se donne 
d'après la nature de la matière employée et qui sont égaux si Ton 
regarde la matière comme résistant également bien à l'extension 
et à la compression, on devra avoir, pour toutes les barres tendues, 

et, pour les barres comprimées, 

(Il bis) W^i^^^' 

en regardant les compressions comme des tensions négatives. 

Si m est, comme précédemment, le nombre des barres, le 
nombre total des inconnues est ici 2 m, à savoir m tensions ti el 
m sections S/. Le nombre des équations à satisfaire est aussi de 
a m, à savoir les m équations qui existent entre les tensions ti el 
les forces extérieures, équations que nous savons trouver; 2® les 
équations (i i) et (i i bis) également au nombre de m, puisqu'il y 
en a une et une seule applicable à chaque barre. Il semble donc 
que le problème doive, en général, être possible et déterminé. 
Nous allons voir pourtant qu'il n'en est pas ainsi. Le problème esl 
possible et déterminé toutes les fois que la Statique seule suflQt à 
trouver les tensions des barres; car, dans ce cas, les m équations 
qui ont lieu entre ces tensions sont indépendantes des sections 
Si*; elles peuvent donc être résolues séparément; ces équations, 
parleur nature même, ne sauraient d'ailleurs être ni incompatibles 
ni indéterminées, puisque nous admettons que les conditions 
d'équilibre entre les forces extérieures agissant sur le système 
sont remplies. On connaîtra donc les tensions positives ou né- 
gatives de toutes les barres ; et en portant les valeurs des premières 
dans l'équation (11) et les valeurs des dernières dans l'équation 
(11 bis)j on obtiendra les sections S/ des barres. Les équations 
(11) et (11 bis) fourniront d'ailleurs, comme cela doit être, pour 
toutes les inconnues S/, des valeurs positives, puisque E,-^ R' et R'^ 
sont des nombres positifs et qu'on devra recourir à l'équation (ii) 
ou à l'équation (i i bis) selon que ti sera positif ou négatif. 
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Les choses se passeront tout autrement lorsque le système au- 
quel on a afiaire contient un certain nombre k de lignes surabon- 
dantes et que, par suite, en vertu du théorème III du § 3, la Sta- 
tique ne fournira, entre les m tensions des barres, que m — k 
équations. Les k autres équations, fournies alors par la théorie 
mathématique de l'élasticité, sont celles (9) du § 4, c'est-à-dire 

aai ËiSi cUi^ ^s^s da,ft E/^Sm 

Elles ne contiennent donc les 2 m inconnues ti et S/ que par les 
m rapports ^; les m équations (i i) et (i i bis) ne les contiennent 

aussi que sous cette forme ; donc, entre ces m rapports ^ y on aura 

Fn-{-k équations; ces équations seront donc incompatibles, sauf 
dans les cas exceptionnels où elles se réduisent à m. Si cela a lieu, 
on n'aura plus à satisfaire qu'à ces m équations et à celles, au 
nombre de m — A:, fournies par la Statique, soit en tout à 2 m — k 
équations; et, comme on dispose de 2m inconnues, le problème 
présentera une Xt^p^^ indétermination. Ainsi : 

Théorème IV. — Pour qvHun système de barres en équilibre 
sous l'action de forces données puisse être édifié en solide 
d'égale résistance, il faut et il suffit, en général, qu'Une con- 
tienne aucune ligne surabondante. 

Dans le cas exceptionnel où un système contenant des lignes 
surabondantes peut dei^enir d'égale résistance, il le peut d'une 
infinité de manières, c'est-à-dire qu'on peut, d'une infinité de 
manières, modifier les sections de ses barres sans qu'il cesse 
d'être d'égale résistance. 

§8. 

Maintenant si l'on veut avoir les conditions auxquelles doit sa- 
tisfaire un système de barres, pour se trouver dans le cas excep- 
tionnel de pouvoir devenir d'égale résistance, à l'égard d'un 
système de forces données agissant sur lui, il faut porter daos les 

k équations (12) les valeurs (i i) ou (11 bis) des ^> à savoir : les 

valeurs (11) pour les barres tendues et celles (11 bis) pour les 
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barres comprimées. Aflectons, dans ce qui va suivre, rindice i à 
l'une quelconque des barres tendues, et Tindice j à Tune quel- 
conque des barres comprimées; alors, en portant les valeurs (i i) 
ou (i I bis) dans les k équations (i 2), les k équations de condition 
qui en résulteront pourront se mettre sous la forme suivante : 

aai aaj 

le premier S se rapportant à toutes les barres tendues, le second à 
toutes les barres comprimées. 

Mais rien n'indique à l'avance quelles sont les barres qui se 
trouvent dans le premier ou dans le second de ces deux cas. Si 
l'on imagine toutes les combinaisons qu'il est possible de faire sur 
la répartition entre les barres tendues et celles comprimées, 
chacune de ces combinaisons donnera lieu à un système parti- 
culier d'équations (i3), et pour que le problème de la résistance 
égale soit possible d'une manière, et par suite d'une infinité de 
manières, il faut (nous verrons bientôt que cela ne suffît pas 
toujours) que l'un au moins de ces systèmes d'équations se trouve 
satisfait de lui-même. 

Le nombre de ces systèmes, dont l'un au moins doit être ainsi 
identique, est de a'"""*. En effet, on ne peut se donner arbitraire- 
ment les signes des tensions que de m — k barres; car les m équa- 
tions (12) déterminent alors elles-mêmes les signes des autres. Or 
si, pour m — k barres, le nombre des combinaisons entre les barres 
tendues et celles comprimées est A, il est 2 A pour m — A'-h i 
barres^ car la barre que l'on ajoute peut être supposée successive- 
ment tendue ou pressée, et chacune de ces deux hypothèses 
donnera lieu à A combinaisons. Or, pour m — /: = i, on a évi- 
demment A =2; donc, pour m — A* =2, on a A =2*; pour 
m — A = 3, A =2', et ainsi de suite. On a donc bien 2'"~* 
systèmes d'équations, et, pour que l'égale résistance soit possible, 
il est nécessaire que l'un au moins de ces systèmes soit identique. 

Mais cette condition ou plutôt ces A conditions, puisque chaque 
système comporte k équations, ne sont pas toujours suffisantes 
pour que les barres données puissent recevoir des sections qui 
assurent leur égale résistance sous l'action d'un système de forces 
donné. En effet, supposons que, parmi les a'""* systèmes d'é- 
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qualions (i3), un ou plusieurs soient identiques, et prenons l^un 
d*eux que nous appellerons (A); par cela même que nous con- 
naissons ce système (A), nous savons quelles hypothèses il a fallu 
faire sur les sig;nes des tensions des barres pour quMl soit satisfait; 
on connaît donc tous ces signes, et le problème à résoudre consiste 
à trouver les m tensions ti et les m sections S/ par les conditions 
suivantes : i° que les tensions £| aient toutes des signes déterminés 
et connus d'avance; 2° qu'elles satisfassent aux. équations (i i) pour 
les barres tendues, et à celles (1 1 dis) pour les barres pressées, 
ainsi qu'aux m — A* équations de la Statique, soit en tout à a m — k 
équations. Le nombre des inconnues étant nm^ k inconnues, par 
exemple, k des sections S/ sont indéterminées; cependant elles ne 
sont pas tout à fait arbitraires : elles doivent être choisies de façon 
que les signes des tensions soient ce qu'ils doivent être en vertu 
de la condition 1°; et il n'en serait pas ainsi si on les prenait au 
hasard. Donnons, en effet, à k sections des valeurs arbitrairement 
choisies; au moyen des équations (i i) ou (1 ibis)^ on déterminera 
les tensions correspondantes, et il n'y a aucune ambiguïté sur 
celle des équations (11) ou [iibis) qu'il faut employer pour 
chaque barre, les signes des tensions des barres étant connus. On 
aura donc déterminé ainsi les tensions de k barres, et ces tensions 
auront les signes qu'elles doivent avoir 

On portera les valeurs trouvées pour ces k tensions dans les 
m — k équations de la Statique, et ces équations fourniront pour 
les m — k tensions restantes des valeurs déterminées ; mais, si l'on 
a pris au hasard les sections des A* premières barres, ce qui revient 
à dire que, sauf leurs signes qu'on a respectés, on a pris les va- 
leurs absolues des tensions de k barres arbitrairement, les valeurs 
que l'on trouvera pour les tensions des m — k autres barres 
n'auront pas, en général, les signes spécifiés par les conditions 1°. 
On voit donc qu'on ne pourra pas prendre au hasard les sections, 
ou, si l'on veut, les valeurs absolues des tensions des k barres sura- 
bondantes; si ces valeurs sont indéterminées : i^ leurs signes sont 
déterminés; 2° leurs valeurs absolues doivent varier entre les 
limites telles que les m — k tensions restantes aient aussi les signes 
qui leur conviennent. 

Ces limites sont d'après cela faciles à définir. En effet, les m — k 
équations de la Statique fournissent les tensions ti de m — k 
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barres au moyen des tensions /«_*+/ des k autres, par des expres- 
sions linéaires de la forme 

(l4) // = Co -f- Cif/n-jt+i •+- Gs^/n— A+t -r-. . .-H G^Z/n, 

où les coefficients C/ dépendent et de la forme géométrique de la 
figure formée par les barres et des forces extérieures qui les main- 
tiennent en équilibre (* ). 

Chacune des m — A* tensions // devant avoir un signe déter- 
miné, les A- tensions t,n-k^ doivent satisfaire à m — A* conditions 
de la forme 

(l 5 ) Go -+- Gi t,n-k^i -^ Gj tfn-k-^l H- • • - "<- Gjfr f ,« ^ O, 

auxquelles on doit ajouter, puisqu'on connaît les signes de toutes 
les tensions tm-k^h f^ inégalités de la forme 

(i5 bis) tm~k^iio, 

soit en tout m conditions d'inégalité entre k indéterminées, A' 
étant nécessairement plus petit que m. 
Ainsi : 

Théorème V. — Pour qu'un système de m barres à k lignes 
surabondantes puisse, d'une manière, et par suite d'une infi- 
nité de manières, être constitué en système d'égale résistance 
à l'égard de forces données le maintenant en équilibre, il 
faut qu'il satisfasse : i^ à k conditions d'égalité; 2° à m con- 
ditions d'inégalité. 

§9. 

On peut présenter la théorie des systèmes d'égale résistance 
sous une forme un peu différente et qui fait bien ressortir la si- 
gnification géométrique des conditions d'égalité dont il s'agit. 

Soit ti la tension positive ou négative d'une barre de section S/, 
au coefficient d'élasticité E|, et soit a^- son allongement positif ou 



(*) II n'y a même que les coefficients C^ qui dépendent des forces extérieures; 
les autres C,, C,, ... ne dépendent que de la forme géométrique de la figure. 
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négatif; on a 

ti 



(16) a/ = a/ 



E^S,- 



Si l'on introduit dans cette équation les conditions d'égale ré- 
sistance (1 1) ou (11 6/5), ces conditions deviendront 

(17) a/ = a/R' 

pour les barres tendues, et 

(17 bis) oLi = — a,R' 

pour les barres comprimées. Ainsi le problème de la recherche 
d'un système d'égale résistance consiste à déterminer les sections 
S| d'un système de barres élastiques, de façon que, sous l'action 
de forces données le maintenant en équilibre, toutes les barres qui 
s'allongent s'allongent de la quantité donnée a/R', et toutes celles 
qui se raccourcissent se raccourcissent aussi de la quantité donnée 

Si la Statique suffit à déterminer les tensions des barres, on 
sait quelles sont celles qui s'allongent et celles qui se raccour- 
cissent; on connaît donc d'avance les longueurs que devront 
prendre toutes les barres après la déformation élastique. Or, 
quelles que soient ces longueurs, la figure déformée pourra, 
sauf les cas d'exception qui font l'objet de la Note suivante, être 
construite, puisque, dans ce cas, elle ne contient (théorème I) 
aucune ligne surabondante; on pourra donc toujours déterminer 
les sections des barres, de façon que, sous l'action des tensions 
connues qu'elles subissent, elles prennent l'allongement voulu. 
Mais, si une figure à m barres contient k lignes surabondantes, 
alors, si l'on sait d'avance quelles sont les barres qui s'allongent 
et quelles sont celles qui se raccourcissent, ou si on le savait 
seulement pour m-^ k barres, on connaîtrait les longueurs que 
devraient avoir ces barres après la déformation de la figure, et, par 
suite, on connaîtrait la forme que devrait prendre la figure dé- 
formée; car dire qu'une figure à m lignes contient k lignes sura- 
bondantes équivaut à dire que la forme de la figure est définie par 
la connaissance des longueurs de m — A: de ses côtés. 

Mais, comme on ne sait pas ici d'avance quelles sont les barres 
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qui s'allongent ou se raccourcissent, la Statique fournissant A 
équations de trop peu pour définir les tensions des barres, on 
peut faire, sur les signes des allongements et des raccourcisse- 
ments des barres, un nombre fini a*^"* d'hypothèses; il en résulte 
2W-A figures différentes que Ton peut construire en se donnant, 
conformément aux conditions (ii) ou (ii bis), les allongements 
ou les raccourcissements de m — k de leurs côtés; et pour que le 
problème de l'égale résistance soit possible, il faut que l'une au 
moins de ces figures soit telle, qu'en y traçant les k autres lignes 
(celles dont on ne s'est pas donné d'avance les allongements), les 
allongements de ces lignes soient aussi a/R' quand ils sont positifs, 
et — aiW quand ils sont négatifs. C'est ce qui, en général, n'aura 
pas lieu ; pour que cela ait lieu, il faut que la figure formée par les 
barres satisfasse à k conditions; ce sont précisément ces condi- 
tions qu'expriment les équations (i3). On voit qu'elles sont pure- 
ment géométriques. Si elles sont remplies, c'est-à-dire si une ou 
plusieurs des 2'""* figures déformées peuvent être construites en 
admettant que toutes les barres se soient allongées ou raccourcies 
conformément aux conditions (17) ou (17 bis), la connaissance 
même de chacune de ces figures donne les signes des tensions de 
toutes les barres; il faut alors déterminer leurs valeurs absolues, 
de façon à satisfaire aux m — k équations de la Statique, tout en 
respectant leurs signes connus d'avance, ce qui donne lieu aux m 
conditions d'inégalité spécifiées au théorème V. 

§ 10. 

Ces conditions d'inégalité, il faudrait bien se garder de les né- 
gliger ou de les regarder comme secondaires; elles indiquent 
souvent l'impossibilité du problème de l'égale résistance, alors 
même que les conditions d'égalité (i3) sont satisfaites. En voici 
un exemple remarquable : 

Supposons un système de m barres à k lignes surabondantes^ 
libre ou assujetti, dans ses déplacements, à des conditions n'in- 
fluant que sur sa position et non sur sa forme, cette forme étant 
d'ailleurs quelconque. Parmi les a'""* manières dont on peut con- 
cevoir cette figure déformée en supposant que toutes ses lignes at 
s'allongent de a/R' ou de — a/R", il y en a deux qui sont toujours 
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possibles : ce sont celles qu'on obtient en supposant que toutes 
les barres s'allongent ou que toutes se raccourcissent; car, si 
toutes les barres s'allongent, on obtient leurs nouvelles longueurs 
en multipliant leurs longueurs primitives par le rapport constant 
i-T-R'; si toutes se raccourcissent, on obtient leurs nouvelles 
longueurs en multipliant leurs longueurs premières par le nombre 
constant i — R*^; dans les deux cas, tous les côtés de la figure pri- 
mitive ayant varié dans un rapport constant, et cette figure con- 
tenant par hypothèse assez de lignes pour que, si ces lignes ne 
changent pas ou changent toutes dans un rapport donné, les 
angles qu'elles font entre elles ne sont pas modifiés, la figure dé- 
formée est semblable à la figure primitive, et comme celle-ci est 
donnée et, par conséquent, possible, la figure déformée l'est éga- 
lement comme lui étant semblable : donc, pour ces deux modes 
de déformation, les égalités (i3) sont satisfaites. C'est, d'ailleurs, 
ce que l'on peut vérifier directement; car, si toutes les lignes 
s'allongent ou se raccourcissent, ces conditions deviennent, en 
supprimant, dans le premier cas, le facteur R' commun à tous les 
termes et, dans le second, le facteur commun R'' : 

aai aai cLcitn 

équations qui sont satisfaites d'elles-mêmes; car les k relations 

(7) du §4, 

Y {ai, ai^a^ .. .y Ufn) = F = o, 

étant géométriques et, par suite, homogènes, peuvent, en vertu du 
théorème sur les fonctions homogènes, s'écrire sous la forme 

, , ^F fJF ffF 

dai aat àa„i 

Ainsi, quel que soit le nombre de lignes surabondantes que ren- 
ferme un système de barres libre ou assujetti dans ses déplace- 
ments à moins de six conditions pour les figures de l'espace, et à 
moins de trois pour les figures planes, on peut toujours, de deux 
manières au moins, satisfaire aux A: conditions d'égalité nécessaires 
pour que la figure puisse, d'une infinité de manières, être con- 
stituée en système d'égale résistance; mais les deux modes de dé- 
IV. 16 
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formation qui en résultent pour la figure ne permettent pas, en 
général, de satisfaire aux conditions A^ inégalité spécifiées par le 
théorème V, et voilà pourquoi, même pour les figures libres ou 
assujetties seulement au nombre de conditions que nous venons 
d^indiquer, le problème de la résistance égale n^est, en général, pas 
possible (*). • 

§ n. 

Pour mettre ce résultat en évidence par un exemple, prenons le 
bow-string indiqué sur la Jig, c, PL JTLIV, 

Supposons-le chargé d'un poids unique P au droit de l'un des 
montants verticaux. Soient 6 et A la largeur et la hauteur du rec- 
tangle central, et c = y/ô^-f- A- sa diagonale ; soient r©, Ti, Tj, Tj, 
/'4> '*3 > ^1 9 h ^^^ tensions des divers côtés de la figure. Les tensions 
/*Q, Tf, /*.t, Tj se trouvent immédiatement par la Statique, en dé- 
composant chacune des forces Q et Q{ représentant les réactions 
des appuis, suivant les deux barres qui y concourent : passons 
donc à la détermination des tensions des six côtés de la croix de 
Saint- And ré. 

La Statique fournit cinq relations entre ces six tensions. Pour 
les obtenir simplement, faisons, dans la figure, une section ver- 
ticale xj^ qui coupe les quatre barres dont les tensions sont repré- 
sentées par les lettres 

f'ij tt, <i, /'a, 

et écrivons que la partie de droite de la figure est en équilibre 
sous l'action de ces tensions et de la réaction Q|. En appliquant 
le théorème des moments relatifs au point A, on aura 

(i8) (tj -i-/iCOs3)/4— Qia = 0, 



(*) Il est bon de remarquer toutefois qu*il existe une infinité de systèmes àc 
forces à Tégard desquelles une telle figure peut devenir d'égale résistance; et, en 
générali dès qu'une figure satisfait aux conditions d^égalité (t3), on peut conce- 
voir une infinité de systèmes de forces tels, que les conditions d'inégalité (i5) et 
(i5 bis) soient satisfaites, tels, par conséquent, que ces forces puissent prodaire 
SUT les lignes de la figure la résistance égale; mais un système de forces doosé 
au hasard ne sera pas dans ce cas. 
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a désignant la longueur de la barre AC et ^ Tangle B A'B^, de sorte 
que 

(19) cosp=-. 

De même, le théorème des moments relatifs au point A' donne 

(20) (rj-h ^1 cosp)A-f- Qia = o; 

enfin le théorème des projections sur la verticale donne 

(21) (^i-"^ï)sinp = Qi, 

D'un autre côté, la projection, sur la verticale, des tensions 
agissant au point A, donne 

(aa) ti sinp -h *j =0, 

et la projection analogue au point B 

(23) ^jsinp-i-5, =-P=— ^' "^^ Qt. 

Si maintenant on appelle a, et «t les allongements élastiques 
des deux barres horizontales; ^i et ^^ les allongements des deux 
barres verticales ; yi et ^2 ceux des diagonales de la croix, la for- 
mule trouvée au § 6^ donne 

6(ai-f-ai)-HA(Pi-hP,) = c(yi4-y,); 
et, en appelant 

les sections des six barres dont les tensions ont été désignées par 

et supposant, pour simplifier, toutes les barres formées de la 
même matière, en sorte que le coefficient d^élasticité disparaisse, 
il vient, en vertu de la relation (6), entre les allongements élas- 
tiques et les tensions correspondantes, 

(^) ^.(î>^£3\ ^,/£.^fî\ ^,/l._^i.\ 

Les six équations (i8), (20), (21), (22), (23), (a4) fournissent 
les six forces élastiques inconnues. 
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Si l'on veut que toutes les barres subissent même tension par 
unité de surface, il faut, dans la dernière équation, remplacer les 
six quantités 

,4V n ri .^1 Si fi /, 

lA) — 7 — y — 9 — y —y — 

pi Pi ai (Jj Ti T, 

par -h R' pour les barres tendues et par — R' pour les barres com- 
primées; et, pour que le problème de la résistance égale fût pos- 
sible, il faudrait que Téquation ainsi obtenue fût satisfaite, soit 
par elle-même, soit en vertu de la relation 

c« = 6« -+- A», 

existant entre les lignes de la figure. S'il était possible de disposer 
des sections des barres de façon que toutes les barres pussent être 
comprimées ou toutes tendues, en les supposant, par exemple, 
toutes tendues, il faudrait remplacer les six quantités (A) parR' 
qui disparaîtrait en facteur commun, en sorte que Téquation (2{) 
se réduirait bien à Tidentité 

6» -+- A» = c». 

Le problème de la résistance égale serait donc possible si Ton pou- 
vait, en supposant toutes les barres tendues ou toutes comprimées, 
satisfaire aux équations (i8), (20), (21), (22), (aS) fournies par 
la Statique. Mais il est facile de voir que cela ne se peut pas. En 
effet, on déduit de ces cinq équations 

sinp 



(a5) 



5| = — P — ti sinp, 
5, = — Qi — /, sin 3, 

/•i = Qi ^ — /jcosp, 

r3= — Qi (^-f-colpj--/jCosp, 

qui montrent qu'il est impossible de supposer toutes les tensions 
positives on toutes négatives; car, si ^2 ^st positif, s^ s^ et rj 
sont négatifs; si C2 est négatif, 7*2 est positif. 






J 
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§12. 

Allons maintenant un peu plus loin et montrons qu'il est impos- 
sible, quelque hypothèse qu^on fasse sur les tensions des barres, 
même en supposant certaines de ces tensions positives et d'autres 
négatives, de satisfaire auic conditions d'égale résistance. Pour 
cela, considérons les valeurs de ^2 qui annulent chacune des cinq 
tensions formant les premiers membres des équations (25); on 



a 



trouve, en vertu de cos p = t » 



r, = o 



(26) 






= o 

= o 
= o 

= o 



pour ti 
pour tx 
pour ti 
pour ti 



=-Q'[â^ 






-U'^m 



Qi 



sin ^ a 

Q. 

sin ^ 

a 
Acos^ 



De là, en supposant i + x > ' o" déduit le Tableau 



suivant : 



/, VARIANT 



de 



Q, b-\-ia 
sin^ a 



o, 



O 



a 



^ ■ h cos ? 



TENSIONS 



potlti ret. 



sin^V 6/ 
Q, 6-f-ag 
sin^ a 

_Qi. 

sin^ 



o. 



^*Acos?' 



•00 



'*i>'*jî*i»*i 



''^J S,, S, 



r^^^t 



'•.î^ 



'•.» <I1 ^ 



'.»^ 



ii4r«UTea. 



K^ ^> ^ 



*,1 ''V *. 



'*iJ*i>'*j»*i 



CONDITIONS CORRESPONDANTES 

foarnies 

par réqa«Uon (a4) pour 1« posilbllllé 

e réfftle réfltUnce. 



6»(R'- K') 4- a A«R'-+- ac'R"-- o, 
6»(R-R')-hA»(R'-R')-t-2C»R''r^o, 
6'(R' — R')-2;i«R''-c«(R'-R')r3 0, 
6»(R -R') -a^i'R"— 2c»R'-o, 
— 26'R'— aA'R"— 2c»R'=o. 
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Les équations de la dernière colonne peuvent s'écrire, à cause 

(R'H-R')(a6«-i-2A*) = o, 

(R'-h'R'X 6«-haA«) = o, 

(R'-f-R')( 6«-h A«)==o, 
^^""^ ^ — (R'-+-R')A«=o, 

— (R'h-R')( 6*-f-2A») = o, 
~(R'-f-R',)(a6«-4- A»)==o, 

équations toutes impossibles, R' et R'' étant deux nombres essen- 
tiellement positifs. On serait arrivé au même résultat si Ton avait 

supposé 1 + 5 < — ^— • 

Remarque, — Il n'est pas surprenant que toutes les équations 
(27) renferment le facteur R'-|-R"'; ce fait se produit pour tous 
les systèmes libres ou assujettis à des conditions n'influant que sur 
leur position. En effet, dans ce cas, l'équation (i3) peut, en vertu 
de celle (c) du § 10, être mise sous l'une des deux formes 

(28) 
(219) 



S 13. 

L'exemple précédent fait bien ressortir l'inconvénient qu'il y a, 
au point de vue du bon emploi de la matière, à admettre, pour ies 
systèmes de barres, des figures à lignes surabondantes; voici un 
autre exemple qui rend ce fait plus saillant encore. 

Soit {fig- dy PI. J^'LIV) un système de cinq barres 

(a) FD, AF, FB, BD, DG, 

dont les quatre dernières sont égales ; ces barres reposent sur troi> 
points fixes et de niveau A, B, C. En raison de la fixité de ces 
points, les quatre dernières des barres (a) déterminent les sommets 
F et D, en sorte que la barre FD est surabondante. Je dis qu'il 
est impossible de faire en sorte que cette barre surabondante 
travaille à la même pression que les autres sous l'action de deux 



(R' 


-^R" 


<- 


0. 


(R- 


R' 


^ daj ^ 


— 0. 
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charges verticales et égales /> appliquées aux sommets F et D. En 
effet, tout étant symétrique par rapport à la verticale du point B, 
il suffît d'étudier la déformation élastique de la demi-figure de 
droite. Si l'on suppose d*abord que les barres BD et CD se com- 
priment toutes deux, comme elles sont égales, leurs raccourcis- 
sements seront égaux en vertu des formules (17 bis) représentant 
les raccourcissements dans un système de barres d'égale résis- 
tance; donc, dans cette hypothèse, le point D s^abaisserait ver- 
ticalement et viendrait, après la déformation de la figure, en un 
point d; de même, le point F viendrait en / sur la verticale du 
point F, et, à cause de la symétrie, on aurait 

F/=^ï)d, d'où FD=/^, 

c^est-à-dire que la longueur de la barre FD n'aurait pas changé : 
donc cette barre subirait une tension nulle, et toute la matière 
qui la compose serait perdue. 

Si Ton suppose que l'une des deux barres BD et CD, la der- 
nière par exemple, se raccourcit, tandis que la première s'allonge, 
alors le point D viendra en d'» A cause de la symétrie, la ligne 
FD restera horizontale. Soit d le point où elle croise la verticale 
du point D; menons Dy et dî perpendiculaires à Brf'; l'allonge- 
ment de BD serayrf'; l'allongeûient de /D sera 2dd'; et, comme 

FD 
BD>— , 

•1 

on aura, à cause des formules (17) et (17 bis), 

jd'>dd\ 

d'où résulterait, a fortiori^ 

id' > dd', 

c'est-à-dire qu^un des côtés de l'angle droit du triangle rectangle 
idd' serait plus grand que l'hypoténuse, ce qui est absurde. On 
verra de même que, quelque hypothèse qu'on fasse sur les signes 
des allongements des barres, il est impossible de faire en sorte 
que la figure se déforme de manière que toutes les barres tra- 
vaillent de la même manière. Il y a donc ici, comme dans l'exemple 
précédent, intérêt à supprimer la barre surabondante. 
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§14. 



Nous venons de donner des exemples de systèmes à lignes sura- 
bondantes qu4l n^est pas possible de constituer en solides d^égale 
résistance, parce qu'ils ne satisfont pas à toutes les conditions 
d'égalité ou d'inégalité spécifiées au théorème V. Nous allons 
donner maintenant quelques exemples de systèmes satisfaisant à 
ces conditions, et pouvant, par suite, subir l'égale résistance de la 
part d'un système de forces données, d'une infinité de manières, 
c'est-à-dire pour une infinité de valeurs différentes données aux 
sections des barres. 

Voici d'abord un procédé général permettant de constituer de 
tels systèmes : considérons un système de barres ne contenant pas 
de lignes surabondantes, en équilibre sous l'action de forces 
données; on pourra toujours (théorème IV), d'une manière et 
d'une seule, le constituer en système d'égale résistance. Sup- 
posons qu'il soit tel, et soient S/ les sections de ses barres; dé- 
signons par (F) et (^) les formes géométriques qu'il affecte avant 
et après sa déformation élastique. 

Admettons que la figure (F) soit telle, qu'en y traçant des lignes 
surabondantes de longueurs ay, les longueurs des lignes corres- 
pondantes, sur la figure (^), soient ay(i-l-R') ou aj[i — R"), 
l'une ou l'autre de ces expressions pouvant se rapporter à tout ou 
partie des k lignes surabondantes. Cela revient à supposer qu'on 
satisfait aux k conditions dVgalité du théorème V, |en prenant, 
parmi les 2'"""* figures déformées que l'on peut admettre pour (F), 
celle (^); mais je dis qu'en admettant cette figure (^) on satisfait 
aussi aux conditions d^ inégalité du théorème V, de sorte que la 
figure (F), avec les k lignes surabondantes qu'on y a tracées, 
peut, d'une infinité de manières, être constituée en système 
d'égale résistance à l'égard des forces données. 

Pour le démontrer, il suffit d'établir qu'on peut d'une inGnité 
de manières satisfaire aux m — k équations que la Statique fournit 
entre les m tensions des barres, en donnant à chaque tension le 
signe qu'elle doit avoir pour que la figure (F) devienne (^), après 
la déformation élastique. Or on le peut par hypothèse, d'une ma- 
nière, en supposant aux k barres surabondantes des tensions 
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nulles, et aux m — k autres, des tensions fournies per les équa- 
tions de la Statique; donc on le pourra d^une infinité d'autres 
manières en supposant aux k premières des valeurs positives ou 
négatives [suivant qu'il s'agit de barres allongées ou raccourcies 
lors du passage de (F) à (^)], suffisamment petites en valeur ab- 
solue pour que Jes signes des m — k dernières ne soit pas mo- 
difiés. 

Voici un exemple théorique très simple d'un système pouvant 
être d'égale résistance relativement à des forces données, pour 
une infinité de valeurs des sections des barres qui le composent. 

Il est formé {^fig' e^ p. 249) par les quatre côtés AB, BC, CD, 




DA d'un carré et ses deux diagonales. Supposons-le soumis à 
deux forces égales et opposées F appliquées aux extrémités de 
chacune des deux diagonales. 

Il est clair qu'ici tous les côtés sont tendus. Soient a le côté du 

carré et 6 = ayjT. sa diagonale. 

Soient Sa et S^ les sections à donner à ces deux espèces de 
barres pour l'égale résistance; ta et tb les tractions qu'elles subis- 
sent. En écrivant qu'un sommet quelconque est en équilibre, 
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on a 

(l) «a /à -1-/6 = F. 

C'est la seule équation que la Statique fournisse entre les deux 
tensions inconnues. 

D'autre part, si a et ^ sont respectivement les allongements 
des côtés et des diagonales, on a (§ 6) 

(a) aa X a = 6 X p. 

L'égale résistance donne 

— = ~ = R 

Sa Sa 

et 

- -^ER, 
a 

\ =ER. 
b 

Par suite, l'équation (2) devient 

qui est exacte. 

Ainsi la condition (2) est ici satisfaite, et celle (i) devient 

(3) Sav^-^S^,= ~. 

Quelles que soient les sections S^ et S^ adoptées, pourvu 
qu^ elles satisfassent à la condition (3), le système sera d'égale 
résistance. 

ABG8 BÉTIGULilRES D'ÉfiALE BÉ8I8TUGS. — Essayons, en opérant 
comme dans la Note I (IIP Partie), de constituer a priori un arc 
réticulaire d'égale résistance en le supposant d'abord posé sur deax 
tourillons simples. 

La condition d'invariabilité de la longueur de la corde est 
(§ 634). 

, ^ y^ Ma 

la somme S se rapportant à toutes les barres. 
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Supposons Tare ainsi que la charge relativement à laquelle on 
cherche à le rendre d'égale résistance symétriques par rapport à la 
verticale de la clef. 

Alors il suffit d'étendre la somme 21 aux barres d'une moitié 
de l'arc, par exemple de la moitié de gauche. Il faut, pour que 
l'équation (a) puisse être satisfaite, que, dans cette moitié, le mo- 
ment de flexion change de signe au moins une fois; sans cela, tous 
les termes du premier membre étant de même signe, l'égalité ne 
pourrait pas être satisfaite. 

Admettons, sauf vérification, qu'il ne change de signe qu'une 
fois dans cet intervalle. 

s 

' Appelons ^.^n^ somme se rapportaient aux nœuds snpéri(Sfui^ 
(ou aux barres inférieures) dans toute la partie de l'arc où M eh 

m 

I 

positif, ^ la somme analogue pour les nœuds infériei^s. 

+ s I 

Appelons de même ^ c*- Tl des sommes se rapportant respec- 
tivement aux nœuds supérieurs et inférieurs de la partie de Tare 
où M est négatif. 

L'équation ci-dessus devient, en supposant le coefficient d'élas- 
ticité le même pour toutes les barres, 

s i s i 

V^ Ma v^ Ma v' Ma V'Ma 

-»--•- — — 

On a, par le théorème de Ritter, 

M 
'=Â' 

h étant regardé comme positif (§ 20o, 1" Partie) pour les nœuds 
supérieurs et comme négatif pour les nœuds inférieurs. Donc dans 

s i 

les deux sommes ^^ et ^ on a f <; o et, par suite, la condition 

-+- — 

d'égale résistance pour les termes de ces deux sommes est 
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OU 

M -, 



Supposons, pour simplifier, que R' = R, c'esl-à-dire que la ré- 
sistance à la compression est la même que celle à Textension. 
Alors, pour les termes des deux autres sommes, on aura 



^' - R 



Portant ces valeurs dans Téquation, elle devient 

s i s i 

-+--+- — — 

Mais, pour les nœuds inférieurs, h est négatif. Supprimons son 
signe, en le mettant en évidence, c^est-à-dire remplaçons h par 
— h dans les termes se rapportant aux barres inférieures; alors 
Téquation devient 

s i 

ou, en appelant \] une somme s'étendant à tous les nœuds lanl 

inférieurs que supérieurs, de la partie de Tare où le moment est 
positif, ^ la somme analogue dans la partie de l'arc où le mo- 
ment est négatif et \^une somme s'étendantà toutes les barres du 
demi-arc considéré, en sorte que 



on aura 



(*) 2?^=2f^=5l]r 
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L^équation analogue obtenue pour les arcs pleins dans la Note 
précédente était 

r ds r ds \ rds 

c*est-à-dire que, pour passer de ce cas à celui qui nous occupe, il 
suffit de remplacer les éléments ds de Tare par les longueurs a 
des barres principales et la hauteur h de l'arc par les distances h 
comptées toutes positivement, de ces barres à leurs nœuds op- 
posés. 

Supposons d'abord que les hauteurs h et les longueurs a des 
barres puissent être regardées comme sensiblement constantes. 
L'équation se réduit à 

-h — 

On numérotera les nœuds en partant de la naissance de gauche 
et allant en zigzag d'un nœud supérieur à un nœud inférieur, et 
vice versa. De cette façon, la naissance de gauche ayant le n® 0, 
les nœuds supérieurs auraient des numéros impairs et les nœuds 
inférieurs des numéros pairs. 

Sur une verticale {fig- /, p. 254) o» portera bout à bout, par 
exemple de haut en bas, les ordonnées y des nœuds, dans l'ordre 
où on les a numérotés. 

A l'extrémité de l'ordonnée se rapportant à chaque nœud, 
mettons le numéro de ce nœud, de sorte qu'on portera successi- 
vement bout à bout l'ordonnée a,i=-y\ du premier nœud supé- 
rieur à partir de la naissance, puis la longueur i.2=j^2 égale à 
l'ordonnée du premier nœud inférieur, puis 2.3 = ^3, égale à 
Tordonnée du second nœud supérieur à partir de la naissance, et 
ainsi de suite. 

Au lieu des ordonnées elles-mêmes, on peut porter ces lignes 
amplifiées ou réduites dans un même rapport quelconque. 

On aboutira ainsi à un point b. Soit O le milieu de ab. 

Dans le cas exceptionnel où le point O coïncide exactement avec 
un point de division, celui n*^ /?, alors l'équation {d) sera satis- 
faite exactement en supposant que le moment de flexion M 
change de signe au nœud n° n. 
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La poussée sera déterminée par cette condition. 

Mais, par cela même que M ::= o au nœud n^ /i, la tension 

de la barre opposée sera nulle. Donc la section à donner à cette 

barre est aussi nulle en vertu de la condition d'égale résistance, 

ce qui équivaut à la supprimer. Mais alors l'arc devient librement 

dilatable. 

Fig. /. Fig. /'. 



1 
z 

3 





Supposons à présent que le point O tombe entre les points de 
division n*** n et n -f- 1 : cela prouve que le moment de flexion 
s'annule entre les deux nœuds portant ces numéros et l'égalité (6) 
ne peut pas être rigoureusement satisfaite. 

Mais la diS^érence de ses deux membres estanssi faible que pos- 
sible (et très faible) si l'on admet que le moment de flexion M 
change de signe entre les nœuds /i et n 4- i. 

Quel que soit le point compris entre ces nœuds où on lui sup- 
pose un changement de signe, l'égale résistance se trouve satis- 
faite approximativement. 

Le plus simple est donc de disposer l'arc de façon que ce chan- 
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gement de signe se produise en celui des deux nœuds n ou. /i + 1 
qui correspond au numéro le plus voisin de O sur la ligne aby 
c*e$t-àndire de supprimer la barre opposée à ce nœud, et alors le 
système, étant librement dilatable, peut être rendu rigoureuse^ 
ment d'égale résistance. 

Si a et h ne sont pas constants, construisons, pour tous les 
nœuds, les longueurs 



a 



en nous servant d'une droite Ox {fig* /)> 

On opérera sur les longueurs 7| au lieu d'opérer sur les lon- 
gueurs y^ et Ton arrivera aux mêmes conclusions, [de sorte que 
nous pouvons énoncer cette proposition : 

Théorème. — Un arc réticulaire posé sur tourillons simples 
ne peut jamais être d'égale résistance, à moins qu'on en sup- 
prime une barre de façon à le rendre dilatable. 

Mais la méthode qui précède fournit la barre quHl est conve- 
nable de supprimer. 

On aurait pu aussi déterminer par le calcul ou graphiquement 

les rapports t et chercher la somme des moments des forces 
fictives horizontales et toutes de même sens égales ou proportion- 
nelles à -r appliquées aux nœuds, puis, à Taide d'un polygone funi- 
culaire, la somme des moments de ces forces par rapport à un 
point de la corde de Tare. 

En opérant ainsi, on est ramené exactement à ta méthode suivie 
dans la Note I de la IIP Partie de cet Ouvrage. 

Cette méthode s'étend aux arcs avec encastrement et donne lieu 
alors à une discussion tout à fait pareille à celle qui fait l'objet de 
cette Note. 

Dans les équations de cette Note, il suffit de changer partout 



en 



/ds rds rds 

Â' J Â*' j T^ 

^ a ICI a X^ ^ 

2àV 2àh^' 2àh^' 
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en attribuant aux t les mêmes signes qu'aux-^, c'est-à-dire en re- 
gardant ces rapports comme positifs. 

§ 17. 

De toute la théorie et des exemples qui précèdent il résulte que 
les systèmes ne contenant pas de lignes surabondantes sont, en 
général, les seuls qui puissent être constitués en solides d'égale ré- 
sistance. On en déduit cette conséquence nouvelle et importante, 
que les meilleures constructions sont, en général, les plus simples, 
celles qui renferment le moins de pièces possible. Cependant le 
théorème V et les exemples des § 15 et 16 indiquent que, dans 
certains cas déterminés par la théorie, des systèmes à k lignes 
surabondantes peuvent aussi devenir d'égale résistance, et alors 
ils le peuvent d'une k^^^^^ infinité de manières, c'est-à-dire qu'on 
peut alors, sans cesser d'avoir l'égale résistance de toutes les 
barres, disposer, dans de certaines limites, des sections de /' 
d'entre elles. On comprend que cette faculté puisse être précieuse 
pour le constructeur; et comme, en définitive, dans l'établissement 
des grandes charpentes, les longueurs de toutes les barres ne sont 
jamais commandées d'avance, qu'une fois arrêtée la forme géné- 
rale de la figure géométrique que l'on veut adopter pour une char- 
pente, les longueurs de ses divers côtés sont, en grande partie, 
arbitraires, on comprend que l'on puisse très souvent disposer 
de ces longueurs, de façon à satisfaire aux k conditions (i3) 
nécessaires pour que, en adoptant une figure à k lignes surabon- 
dantes, elle se trouve précisément dans le cas de pouvoir être d'une 
infinité de manières érigée en système d'égale résistance. 

On doit dès lors se demander si, au point de vue économique, 
il y a lieu de préférer de telles figures, quand elles sont possibles, 
à celles qui ne contiennent pas de lignes surabondantes. Nous 
allons voir que cette question se résout par la négative, et qu'ainsi 
on arrive à cette conclusion que jamais, même dans les cas excep- 
tionnels spécifiés par le théorème V, il n'y a économie à adopter 
des constructions formées par des figures géométriques à lignes 
surabondantes. 

Lemme. — Si une figure à k lignes surabondantes est telle- 
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ment constituée qu'on puisse, d'une manière et par suite d'une 
infinité de manières, disposer des sections de ses barres de 
façon qu'elle forme système d'égale résistance relatii^ement à 
des forces extérieures données, on peut toujours, en suppri- 
mant une partie de ses barres, former un système sans lignes 
surabondantes qui, soumis aux mêmes forces, subisse les mêmes 
déformations élastiques que le système primitif 

Soit une figure formée de m barres et contenant k lignes sura- 
bondantes. Nous admettons qu*il est possible d'une et, par suite, 
d'une infinité de manières, de donner à ces barres des sections 
telles que les barres tendues supportent toutes même tension et 
les barres pressées toutes même pression par unité de surface et 
par unité du coefficient d'élasticité de la matière. Soit S/ un 
système de sections calculées de façon qu'il en soit ainsi. Soient 
(F)et(^)les figures géométriques que forment alors les axes des 
barres avant et après la déformation élastique. 

Il s'agit de montrer qu'on peut toujours supprimer k ou un 
nombre plus grand de barres, sans que la figure cesse de prendre, 
après la déformation, la forme (<^). 

Soient ti les tensions des barres de section S/. Nous pouvons 
d'une infinité de manières faire varier ces sections S/ et les ten- 
sions correspondantes ti sans que le système cesse d'être d'égale 
résistance et sans que la figure déformée cesse d'affecter la forme 
(<P) : il suffit pour cela (§ 8) que les variations soient telles 
qu'elles ne modifient le signe d'aucune tension; comme on dispose 
de k sections sous la seule réserve de ne les faire varier que de 
manière à ne pas changer les signes des tensions, conservons leurs 
valeurs k k — i de ces sections et par suite aux tensions corres- 
pondantes, et ne faisons varier que la k^*"^^ section, que nous appel- 
lerons Sa; la tension correspondante prendra des valeurs tk fournies 
par la condition de la résistance égale et les m — k autres tensions 
fournies par les m — k équations de la Statique varieront en fonc- 
tion de la seule quantité tk ou de celle S*, en sorte que les tensions ti 
de toutes les barres sont déterminées pour chaque valeur attribuée 
à Sa. Faisons S^ = o, et soient t'^ les valeurs correspondantes des 
tensions ti; si toutes les tensions t'^ ont mêmes signes que les ten- 
sions correspondantes ti, il s'ensuit que, pour Sa = o, le système 
IV. 17 
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de barres continuera de prendre, après la déformation, la forme 
(<^)^ et comme l'une de ses barres a une section nulle, onpeul 
dire que, dans ce cas, il existe un système d'égale résistance com- 
posé de m — I barres seulement, et affectant, après la déformation, 
la même forme (^) que le système donné/ 

Supposons maintenant qu'une ou plusieurs des tensions /)- n'aient 
pas les mêmes signes que les tensions correspondantes ti] alors, 
en faisant décroître Sa progressivement, il arrivera nécessairement 
que pour une valeur S^ = SJ^, comprise entre Sa et zéro, l'une au 
moins des tensions ti s'annule, toutes les autres conservant leurs 
signes. Donc, pour cette valeur Sa= S)^, le système affectera tou- 
jours, après la déformation, la forme (^); et comme, à cause de 
la résistance égale, la section de la barre dont la tension s'annule 
est elle-même nulle, on aura encore un système formé de m—i 
barres seulement et prenant, après la déformation, la forme (^). 
Ainsi, étant donné un système d'égale résistance formé de m barres 
et contenant des lignes surabondantes, on peut toujours constituer 
un autre système d'égale résistance, formé de m — i barres seule- 
ment et affectant, après la déforihation élastique, la même forme 
géométrique que le proposé. 

Si ce nouveau système contient encore des lignes surabon- 
dantes, on pourra réduire encore d'au moins une unité le nombre 
de ses barres, sans modifier les déplacements élastiques de ses 
divers sommets, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à une 
figure ne contenant plus de lignes surabondantes. 



§ 18. 

Gela posé, soit T la somme des travaux de toutes les forces 
extérieures appliquées aux différents sommets de la figure, dus 
aux déplacements élastiques de ces sommets. Comme ces déplace- 
ments sont compatibles avec les liaisons du système, il n*entrera 
dans l'expression de T aucune force de liaison. Si maintenant on 
remplace le système à barres surabondantes que forme la figure 
(F) par le système sans barres surabondantes que nous appelle- 
rons (F4 ) et qui donne lieu aux mêmes déplacements élastiques 
des sommets, le travail T des forces extérieures dû à la déforma- 
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tion élastique sera le même, que ces forces soient appliquées à la 
figure (F) ou à la figure (F| ). 

Soient maintenant, dans un système quelconque, Ci la tension 
positive d'une barre et a/ son déplacement élastique; le travail de 
la tension de cette barre qui s'allonge de a/ est 

ittOLi («); 

d'ailleurs, si le système est d'égale résistance, 

^=E/S/R', 
d'où 

h*ibi 



et 



1 R'« 

2 2 



par suite, la somme des travaux des forces élastiques de toutes 
les barres qui s'allongent est 

1 R'* 

— St/oi/ = — £a/E/S/. 

La tension d'une barre aj qui se raccourcit est 
son allongement 

d'où, pour le travail de la compression, 

I R'* 

5'y*y = — EyaySy 

et, pour la somme des travaux de toutes les compressions, 

R'* 

— SayEySy. 



(*) Ce trayail est 

et comme on a 
ce traTail est 






.= ^.,= Ka,, 



Kf?=^.A. 
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La somme des travaux de toutes les forces élastiques du système, 
pressions et tensions, est donc 

Cette somme étant nécessairement égale au travail des forces exté- 
rieures, 

R'* R'« 

— T, ai E/ S/ 4- — 2 ujKj S/ = T. 

2 2 

Si Ton admet, comme on le fait d'habitude, que la matière ré- 
siste également à Textehsion et à la compression, c'est-à-dire si 
l'on suppose R' = R^, cette équation devient, en appelant S une 
somme s'étendant à toutes les barres, aussi bien à celles tendues 
qu'à celles pressées, 

(3o) — 2:a/E/S/ = T. 

Dans le cas particulier où toutes les barres sont composées delà 
même matière ou de matières ayant même coefficient d'élasticité E. 
cette équation devient 

2T 



(3i) 2:a/S/ = 



ER'« 



Le produit a,'S{ est le volume de la barre de longueur a,; le 
premier membre représente donc le volume total de matière em- 
ployée, et, comme le second membre est le même pour le système 
(F) que pour le système (F«), on conclut : 

Théorème V. — Lorsqu'un système, contenant k lignes sura- 
bondantes et composé de barres formées toutes de la même 
matière, est tel qu* il puisse, d'une manière et ^ par suite, d'une 
infinité de manières, être édifié en système d'égale résistance 
relativement à des forces extérieures données, il existe tou- 
jours un système, sans lignes surabondantes, susceptible de 
résister aux mêmes forces avec la même dépense de matière. 

Ainsi, comme nous l'avons annoncé, même dans le cas particu- 
lier où l'on peut, sans cesser d'avoir l'égale résistance, employer 
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des figures à lignes surabondantes, il n'y a pas, au point de vue 
économique, intérêt à le faire. 

Si les barres sont composées de matières différentes, alors on 
voit par Téquation (3o) que le dernier théorème doit être rem- 
placé par celui-ci : 

Théorème VI. — Lorsqu'un système contenant k lignes sura- 
bondantes est tel quHl puisse^ d'une manière et, par suite 
d'une infinité de manières, être édifié en système d'égale rési- 
stance, relativement à des forces données agissant sur lui, u 
existe toujours un système, sans lignes surabondantes, suscep^ 
tible de résister aux mêmes forces et tel, que la somme des 
produits des volumes des barres par leurs coefficients d'élas- 
ticité respectifs est la même dans ce système et dans le système 
donné. 

Et comme la somme des produits dont il s'agit ici représente en 
quelque sorte le poids élastique des matières employées, on voit 
qu^ci, comme dans le cas précédent, il n'y a pas intérêt, même 
quand on le peut, à faire usage de figures à lignes surabondantes» 



IV. 



Comparaison entre les principales poutres employées en Eu- 
rope et aux États-Unis, au point de vue du volume de ma- 
tière à dépenser pour résister à des charges uniformes ou 
roulantes. 

§ 19. 

De toute la théorie qui précède, il résulte que les systèmes de 
charpentes les meilleurs, les plus économiques, sont ceux dont les 
figures géométriques ne contiennent pas de lignes surabondantes ; 
par exemple, la poutre simplement triangulée est plus avantageuse 
que celle à croix de Saint-André; celle-ci plus avantageuse que la 
poutre à treillis, si usitée chez nous et à peu près disparue aux 
États-Unis, où elle avait pourtant pris naissance; et ainsi de 
suite. 
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11 résulte de là que, si l'on veut chercher, parmi toutes les grandes 
poutres posées sur deux appuis, celle qui, pour résister à des 
charges données, exigera le moindre volume de matière, il suffira 
de faire cette recherche parmi les poutres ne contenant pas de 
lignes surabondantes. Nous pouvons, par exemple, écarter a priori 
la poutre à croix de Saint- André et celle à treillis; nous sommes 
bien certain d'avance, et sans faire aucun calcul, que la poutre 
triangulée l'emportera sur elles dans le parallèle que nous nous 
proposons de faire. 

Il importe pourtant de bien nous expliquer à ce sujet : il ne 
faudrait pas croire qu'étant donnés au hasard deux systèmes de 
barres, l'un contenant, l'autre ne contenant pas de lignes surabon- 
dantes, on puisse aflirmer qu'à résistance égale le premier exigera 
nécessairement, et par cela seul qu'il contient des lignes surabon- 
dantes, plus de matière que le second ; le contraire peut se pro- 
duire si les figures géométriques formées par les deux systèmes 
sont différemment constituées, et le dernier peut alors se trouver 
établi de façon si défectueuse que, tout en ne contenant pas de 
lignes surabondantes, il absorbe plus de matière que le premier. 
Mais ce qui ressort de l'ensemble de la théorie qui précède, et 
notamment du théorème V, c'est que, étant donné un système de 
barres à lignes surabondantes, on peut toujours, en lui enlevant 
un nombre suffisant de barres, former un système, sans lignes 
surabondantes, plus économique ou au moins aussi économique 
que lui; et cela suffit pour que, dans la recherche des systèmes 
les plus économiques, il nous soit permis d'écarter les systèmes à 
lignes surabondantes. Ainsi, quand nous écartons la poutre à croix 
de Saint- André, nous n'entendons pas pour cela dire qu'elle soit 
plus dispendieuse que l'un quelconque des systèmes sans lignes 
surabondantes que nous étudierons, mais seulement que l'un 
d'entre eux, à savoir celui que l'on obtient en débarrassant les 
croix de Saint- André de leurs lignes surabondantes, et, comme le 
système ainsi obtenu ne peut être que la poutre triangulée, il 
suffit que nous comprenions cette dernière dans le parallèle que 
nous allons faire. 

De même, si l'on désignait quelque autre système que ce fût à 
lignes surabondantes, on pourrait indiquer un système sans lignes 
surabondantes susceptible de le remplacer avec économie, ou 
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tout au moins sans augmentation dans la dépense de matière, pou- 
vant, dès lors, le remplacer dans la comparaison que nous voulons 
faire. 

Cette conséquence, entièrement rigoureuse, de la théorie est, du 
reste, parfaitement d'accord avec le sentiment de la pratique. En 
Amérique, les ingénieurs, au moins les plus estimés, n'emploient, 
depuis quelques années, que des poutres calculables par les seules 
règles de la Statique^ il se trouve ainsi qu'en cherchant 1^ simpli- 
cité dans le calcul et dans l'exécution ils ont obtenu des systèmes 
d'égale résistance; mais, comme ils paraissent avoir été guidés 
moins par des raisons scientifiques que par le sentiment et le désir 
de faire des calculs sûrs et simples, ils sont bien loin d'avoir 
trouvé les meilleurs systèmes d'égale résistance; plusieurs d'entre 
eux ont même conservé, dans leurs innovations, des systèmes à 
lignes surabondantes, c'est-à-dire, d'après ce qui précède, non 
susceptibles d'être rendus d'égale résistance et non susceptibles 
d'être calculés par la Statique, et ils les calculent par des mé- 
thodes semi-empiriques souvent défectueuses : tels sont les sys- 
tèmes Jones, Murphy-Whipple, Linville et Post. Nous les écar- 
tons, par les raisons indiquées plus haut, comme étant à lignes 
surabondantes, comme pouvant, par conséquent, être remplacés 
par des systèmes à triangles que nous savons d'avance être plus 
économiques ou au moins aussi économiques. Il est remarquable, 
du reste, et ceci est encore une concordance entre la théorie et le 
sentiment de la pratique, que ces systèmes sont beaucoup moins 
employés que le système Fink qui est sans lignes surabondantes. 
Ainsi M. Malézieux rapporte qu'il donne la description du système 
Murphy-Whipple d'après un Traité de construction des ponts de 
M. Merrill ; mais que, dans son voyage d'exploration, il n'a trouvé 
aucun ouvrage construit dans ce système. 

Nous mettrons en parallèle les systèmes Fink, BoUman et les 
diverses variétés des systèmes à triangles, c'est-à-dire, parmi les 
systèmes usités en Europe et aux États-Unis, tous ceux qui ne 
contiennent pas de lignes surabondantes; nous chercherons, pour 
chacun d'eux, le volume de matière nécessaire pour résister à une 
charge permanente et à une charge roulante. Nous chercherons 
ensuite quel est celui qui, dans les divers cas que présente la pra- 
tique, donne lieu à la plus grande économie de matière, et nous 
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serons certain ainsi, sans savoir besoin de nous occuper des sys- 
tèmes à lignes surabondantes, d^avoir trouvé, parmi tous les sys- 
tèmes usités, qu!ils soient ou non à lignes surabondantes, quel 
est celui qui, dans chaque cas, est le plus avantageux à employer. 

§ 20. 

Autrefois on remplaçait, dans les épreuves des ponts, les charges 
roulantes par des poids morts supposés, comme la charge perma- 
nente, uniformément répartis sur la longueur du tablier; mais, à 
la suite d'un accident survenu dans ces dernières années, une cir- 
culaire de M. le Ministre des Travaux publics, en date du 1 5 juin 
1869, a prescrit, pour tous les ponts établis sur des routes natio- 
nales ou départementales, de faire les épreuves non seulement au 
moyen de poids morts, mais aussi avec des charges roulantes, en 
y faisant circuler au pas et stationner, pendant une demi-heure, 
sur le nombre de files que comporte la largeur de la voie charre- 
tière, soit des chariots à deux roues attelés de cinq chevaux et 
pesant 1 1 tonnes, équipages compris, soit des voitures à quatre 
roues attelées de huit chevaux et d'un poids total de 16 tonnes, 
suivant que l'un ou l'autre de ces genres de véhicules produit les 
effets les plus défavorables au point de vue de la résistance. Ces 
chiffres de 1 1 et 16 tonnes sont d'ailleurs justifiés, parce que ce 
sont les limites des chargements autorisés par le règlement du 
10 août i852 sur la police du roulage. 

Il ne suffit pas, d'après cela, de disposer les diverses barres 
d'une poutre de façon qu'elles puissent résister à une charge dé- 
terminée; il faut concevoir un véhicule dans les diverses positions 
qu'il occupe lors du parcours d'un pont, lui adjoindre la charge 
permanente et faire les calculs de façon que, quelle que soit la 
position du véhicule, aucune barre ne subisse des tensions ou 
des pressions plus fortes que celles que comporte la matière em- 
ployée. Il faut donc, pour chaque position du véhicule, chercher 
quelles sont les barres qui sont le plus fatiguées, et leur donner 
les sections nécessaires pour résister à cette fatigue. C'est ainsi 
que nous procéderons dans ce qui va suivre. 
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§21. 



8T8TÈIIB rm. — Description. — Une semelle unique AA' ; en son 
milieu Ao, un monlant vertical ou poinçon AqBo dont on relie 
Pextrémité Bq aux deux extrémités de la poutre par deux tirants. 

Fig. 82. 




.. .. .. ..^. 



B. B, B, B, B, B, B, B, B« B, 



On opère sur chaque moitié de la semelle comme sur la semelle 
entière, c^est-à-dire qu'au milieu A| de chaque moitié on place un 
montant A1B4 dont l'extrémité inférieure Bf est reliée aux deux 
extrémités de celte moitié de semelle. On opère de même sur 
chacun des quatre quarts de la semelle, et ainsi de suite. 

Supposons généralement qu'on divise ainsi la semelle en 2" par- 
ties égales; nous appellerons : 

Aq le milieu de la semelle ; 

A| les lî^ ou 2 points milieux de chaque ^ semelle; 
A2 les 2^ ou 4 points milieux de chaque j de semelle; 
A3 les 2^ ou 8 points milieux de chaque ^ de semelle, 

et généralement 

A| les 2' points milieux de chaque ~. fraction de la semelle, 

de telle sorte que, si la semelle est divisée en 2" parties égales, 
les points de division ayant l'indice le plus élevé auront l'indice 
n — I, et seront au nombre de 2""*. En effet, si l'on divise la 
poutre en 2" parties, le nombre des points de division est 2" — i . 
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On vérifie bien qu^ii en est ainsi, car on a 



20 = I point de division Aq, 
2^ = a points de division Âi, 
2* = 4 points de division Ât, 



2»-' points de division A»-/» 

• •••••••• • •> 

2»"* points de division A«_i, 

Total n-2-h2*-i-...-f- 2"-* = 2» — I points de division. 

Nous appellerons B/ les extrémités inférieures des montants 
issus des points A,-. 

Soient maintenant n! le nombre total des sommets, y compris 
les deux extrémités de la semelle, et m' le nombre total des côtés 
de la figure ; on aura 

n! = 2(2'* — 1) -+- 2 = 2'*-*-* 

et, en observant que de chaque point B/ partent trois lignes et que 
la semelle comprend 2" parties pouvant subir des tensions dis- 
tinctes, 

m' --= 3 (2« — i) -^ 2» = 2 X 2«-»-» — 3 
ou 

m'= 2Ai'— 3, 

relation qui indique (§3) que, quel que soit le nombre 2" des 
divisions, les tensions des barres sont calculables par la Statique. 

22. 

Charge permanente. — Cherchons d'abord ces tensions dans Fhj- 
pothèse où la poutre porte une charge uniformément répartie à 
raison iep kilogrammes par mètre courant, de sorte que, si L est 
sa longueur et P la charge totale qu'elle porte, on a 

(a) • P =/?L. 

Nous admettons que cette charge porte par fractions égales sur 
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chacun des sommets A,*, en sorte que chaque sommet porte une 
chaîne 

et les deux extrémités de la poutre portent chacune la moitié de 
cette quantité. II en résulte que la réaction de chacun des appuis 
sera 

(c) R= = — (I )• 

v*-/ a 2 X 2'* 2 \ 2«/ 

La distance entre deux points consécutifs A| est d'ailleurs 

Cela posé, pour trouver les tensions des barres, nous observerons 
que de chaque point B/ ne partent que trois barres; donc, si l'on 
connaissait les tensions de Tune d'elles, par exemple celle du 
montant, par une simple décomposition de forces, on aurait celles 
des deux tirants. 

On a donc de suite la tension de tous les montants A/,.|B;}_| 
issus des points An-^ (sur la figure ci-dessus, A3); car de chacun 
de ces points ne part qu'une seule pièce qui est le montant ver- 
tical : donc ce montant supporte une compression égale à toute la 
charge q exercée au point A^^i, et par suite les deux tirants par- 
tant des points B;,.! supportent chacun une tension égale à 

q v/A* -+- a' 
ÏÂ ' 

comme on le voit par le losange des forces. 

Maintenant que l'on connaît les tensions des tirants allant des 
points Bn^i aux points A/,_a (sur la figure de B3 à Aa), on voit 
qu'en chaque point A^^a les tensions des deux tirants qui y abou- 
tissent se recomposent entre elles pour donner une force ver- 
ticale 9, laquelle, ajoutée à la charge q agissant sur chaque sommet 
An^a, donnera 2q pour la compression totale exercée sur chaque 
montant A|,_aB;,.a« P^i* suite les tirants issus de B/2.a supportent 
chacun une tension 

2q^h* -h 2*a' 

2Â 



a68 NOTE I. 

Les tensions de ces tirants qui partent de B;,_2 pour aboutir à 
Ay,.9 (sur la figure de B^ à A4 ) se composent entre elles et donnent 
une résultante verticale 2q] les tirants issus de Ba^i et aboutis- 
sant à A;i_9 (sur la figure de B3 à A| ) donnent eux-mêmes, comme 
nous venons de le voir, une résultante verticale q^ soit en tout 3^ 
et, en y ajoutant la charge q exercée en A/,_j, on trouvera 4ç po^r 
la compression des montants issus de ces points. 

En continuant ainsi, on trouvera facilement la loi des tensions. 
Nous la résumons dans le Tableau suivant, où nous donnons aussi 
le volume de matière que doit contenir chaque barre pour que sa 
tension ou sa compression par unité de surface (nous supposons 
que la matière résiste également bien à Fextension et à la com- 
pression) soit un nombre donné R : 
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Si Ton fait la somme des volumes de la colonne (5) on trouve : 

I® Pour le volume total (^i des poinçons, 

a h Pnh 

2° Pour le volume total des tirants, 

ah 2»— 1 ûra' . 
ç^= n X an-*x ^ H T^ — (i-+-a*-h2*-f-...-f-a*»-»), 

ou, comme la parenthèse est une progression géométrique dont la 
raison est a ^ ou 4) 

gh . ^«* 2** — I 

('i = /i X a»-* X -^ -^" ^ £Ç X — 3 — 

ou 




Il nous reste à trouver le volume de la semelle. Or on remarquera 
que les tensions des barres aboutissant à Tun quelconque des points 
A|t.{' donnent une résultante verticale; donc elles ne produisent 
aucun changement dans la tension de la semelle; cette tension est 
donc constante dans toute la longueur de la pièce, et elle est égale à 
la somme des composantes horizontales des tensions de tous les 
tirants issus de Tune de ses extrémités, de celle de A| par exemple. 
De ce point partent n tirants aboutissant à n points 

Bo, Bi, Bj, ..., B|i~i. 

Or, par la colonne (2) du tableau précédent, on voit que la tension 
de chaque tirant issu de Bn-i est 

aA ' 

le cosinus de Tangle que ce tirant fait avec la semelle est 

a'-» a 



Donc la composante horizontale de cette tension est 

aA 
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et la somme de ces composantes, c'est-à-dire la tension de la 
semelle, 

ih ' nh 3 

le volume de la semelle sera donc 






ou 



I — 



•'»=R^ 



2 



2/» 



6 






d'où, pour le volume total V^, résultant de la charge permanente P, 



I — 



(32) 



Vp = Cl -H Ct-4- ^8 = 5 \ Tlh-^- 



2"» L» 
3 ^ X 



On voit que le volume augmente à mesure que n augmente : donc 
la poutre la plus économique serait celle pour laquelle /i = i , c'est- 
à-dire un simple triangle {^fig* B), avec un poinçon au milieu ^ 



Fig. B. 




mais c'est parce qu'il est impossible pour les grandes portées d'avoir 
une longue semelle AA', comprimée sans être soutenue contre la 
flexion, qu'on a imaginé des armatures plus complexes. On doit 
donc regarder n comme une quantité donnée, ou à peu près, par 
les nécessités de la pratique. Si alors la hauteur h de la poutre n'est 
pas fixée, on peut la prendre de façon que le volume ci-dessus de- 
vienne minimum : c'est ce qui a lieu pour 



I — 



n — 



at» L« 



^Âî = ^ 
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ou 

(33) 



Nous ne nous arrêterons pas, quant à présent, à la discussion de 
cette formule et d'autres que l'on pourrait tirer de l'expression (Sa). 
Nous trouverons des équations analogues pour les autres poutres 
que nous étudierons, et nous discuterons toutes ces équations d'eD- 
semble. 

§ 23. 

Charge roulante. — Cherchons maintenant le volume de ma- 
tière nécessaire pour résister à une charge roulante Q, dans quelque 
position qu^elle occupe^ lorsqu'elle franchit la poutre, ainsi que 
les tensions maxima qu'une telle charge développe dans les diverses 
barres. 

Comme d'un quelconque des points A^.f ne part qu'un montant 
vertical, si un tel point porte une charge Q, il la transmet intégra- 
lement au montant, et elle se décompose ensuite suivant les deux 
tirants issus de l'extrémité de ce montant. Aux autres points Aa-d 
les tensions des montants sont nulles, et, par suite, il en est de 
même des tensions aux points correspondants Ba.i- Des deux 
tirants qui aboutissent en l'un des deux points A^.s les plus 
voisins du point chargé A/|_«, l'un ne porte rien comme émanant 
d'un point B/2_i , et, par suite, la tension de l'autre se décompose en 
une force verticale suivant le montant, et en une force horizontale 

suivant la semelle. La première, comme il est aisé de le voir, est-; 

donc les pièces issues du point que nous considérons sont moins 
fatiguées que celles issues du point portant actuellement la charge 
roulante, et à mesure qu'on s'éloigne de ce dernier point l'influence 
de la charge se fera de moins en moins sentir, comme on devait s'j 
attendre. 

Supposons maintenant la charge Q appliquée généralement à un 
des 2' points A/j./. On voit facilement, si Ton cherche les tensions 
des diverses barres, en commençant, comme nous l'avons fait plus 
haut, par celles issues des points A;i_i et B/,.! , puis passant à celle 
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issues de A,|_2 ^^^n-2j ^^ ainsi de suite, que les tensions de toutes 
les barres issues des points 

A/i_i, A/i_i, A/i_3, ..., A//--/+ 1, 

soDt nulles. Cela fait comprendre de suite que c'est, en somme, un 
assez mauvais système de charpente que celui-ci, puisque les pièces 
qui le composent sont si peu solidarisées, qu'à chaque instant, lors 
du passage d'une charge roulante, une fraction importante des 
pièces reste absolument inactive: d'où résulte nécessairement que 
les autres pièces sont surchargées; et, comme la charge se porte 
successivement sur toutes les parties de la poutre, chaque barre 
va se trouver ainsi, tantôt travaillant avec excès, tantôt inactive. 
Des pièces qui aboutissent au sommet chargé lui-même et qui, 
elles du moins, devraient toutes concourir à supporter la charge, 
celles qui aboutissent à des points ayant un indice supérieur 
'd n — {'ne travaillent pas : donc toute la charge est reportée, parle 
montant vertical Â/,_|B/,_|, sur les deux tirants issus du point 
B/i.i et de ceux-ci sur la semelle. Ainsi, lors du passage d'une 
charge roulante, il n'y a à chaque instant, au point même occupé 
par la charge, que quatre pièces qui travaillent : 

i" Le montant vertical supporte la charge Q; 
2" Les deux tirants B„_t supportent chacun 

et la semelle une pressiou 

Il résulte de là que le volume v\ des montants verticaux au 
nombre de 2" — 1 doit être 

i'i- R— ' 

le volume des deux tirants issus de B/,_/ 

Q( A» H- •>*'-* a») 



f 



IV. 18 
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et le volume tota] des paires de tirants au nombre de a" — i 



•■.-§[<--)*-^'-ïl- 



Il nous reste à calculer le volume de la semelle. Il est clair qu elle 
supportera la plus grande tension au moment où la charge passera 
au milieu de la pièce. 



La tension sera alors 



son volume 



QL 

4A' 



V = -i • 



par suite, le volume total de matière V^ nécessaire pour porter une 

charge roulante, dans quelque position qu'elle puisse occuper 

sur la poutre, sera 



j^2(2«-I 



(34) Vy= p', H-p',-4-(''3= I I îCa"— i)^H X ^ 

§ 24. 

Si Ton suppose la charge appliquée aux points Bq, B|, Bj, . . ., 
au lieu de Tétre sur la semelle, alors les poinçons A/Bi ne servenl 
plus qu*à empêcher la flexion de la semelle; théoriquement, leur 
section est nulle. 

Dans cette hypothèse, il faut des volumes Yp et V^ retrancher 
les volumes i^i , (^', trouvés pour ces poinçons. Il en résulte 



( 34 bis) 




Dès que n est supérieur à 3, le volume de matière nécessaire 
pour porter une ch^iTge permanente est-fourni sensiblement parla 
formule très simple et très remarquable 



(35) ^P-fkB. 
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§25, 

Pour avoir le volume V de matière nécessaire pour porter simul- 
tanément une charge permanente et une surcharge, celle-ci dans 
toutes les positions qu'elle peut occuper, il suffit d'ajouter les 
volumes \ p et V^, afférents à chacune de ces charges, c'est-à-dire 
que 

(36) V=Vp-f-V^. 

§ 26. 

STSTillB BOLLMAH. — Description. — Une semelle unique AA', 
divisée en m parties égales {fig» C); aux points de division, des 

Fig. C. 




poinçons de hauteur constante A/Bi*; l'extrémité de chaque poin- 
çon reliée aux deux extrémités de la semelle par deux tirants. 

§27. 

Charge permanente. — Cherchons d'abord le volume de matière 
nécessaire pour porter la charge permanente. 

Nous appelons toujours L la longueur de la semelle, p la charge 
permanente par mètre, en sorte que la charge permanente totale 
est 

Sur chaque poinçon A/B/ repose une charge 



'f=m 



et, aux deux points extrêmes A et A', une charge égale à -• 
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II en résulte que la réaclion de chaque appui est 



•2 2 m 2 \ m/ 



La distance entre deux points de division consécutifs Â/ et Â/^i 

est 

h 



a = — 

m 



Considérons le poinçon A/B/ occupant le r**"* rang à partir de la 
gauche. La charge q se reporte évidemment tout entière sur ce 
poinçon y qui subit une compression ^ et a pour volume 

g/, 

— ■ - • 

K 
Le volume total des poinçons, au nombre de m — 1 , est donc 

Les tensions ti et ^2 des tirants issus de B/ s^obtiennent en décom- 
posant la force q suivant la direction de ces tirants, ce qui donne, 
en observant que AA|= îa et A| A/= (m — i)a^ 

Les volumes des deux tirants sont donc 

el la somme de ces deux volumes 

d'où, pour le volume total v^ de toutes les paires de tirants, au 
nombre de m — i , 
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OU 






i)rA.+ :^"L±l)«.] 



OU 

P m — I / . m 



«^1= « X 



R m 



\ bm h I 



Maintenant, la tension développée dans la semelle par les barres 
issues de B/ est la projection de ^i ou de t^ sur la semelle, soit 

VTh 

La tension totale de la semelle est la somme des termes sem- 
blables où i varie de m — i , somme égale à 

^a*rm'Cm — i) (m — i)/n(5tm — 1)1 
XÂ [ ~i G J 



ou 



qa> m . . . 

6i:r('"'-'> 



ou 



PL m«— I 

X --• 

6 A m* 

Le volume de la semelle sera donc 



d'où, pour le volume total \ p de matière nécessaire pour résister 
à la charge permanente, 

y-. X -, P m — 1/ , /M -4- 1 L*\ 

<37) V, = ..+ P.+ P,= i^ X -;jp (aA- -3-- X ^j- 



§28. 



ROULAHTE. — Lorsque la charge roulante Q p^sse sur un 
poinçon A/B/, elle produit le même effet que si le triangle AB/ A', 
avec le poinçon A/B|, résistait seul. On en déduit facilement, en 
raisonnant comme dans le cas de la charge permanente, que le 
volume V^ nécessaire pour porter la charge Q, dans quelque 
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position que ce soit, est donné par la formule 

(38) ^^7 = §^(''*-')(^'*-^^^><ï)' 

d'où, pour le volume total V de matière nécessaire pour résister à 
la fois à la charge permanente et à la charge roulante, 

(39) \ = \,-^\, 

ou 

/r X ^r m — I /P /^\/ , m -4-1 L«\ 

(40) v=— ^-(-+QJ(aA-^-3^x^j. 

Ce volume devient minimum, guet que soit le rapport entre la 
charge permanente et la charge roulante, pour 



(40 
d'où 



m y 



m{m -h i) 
9 



v=^-i^£F^'(l-'')\/- 



m-M) 



Pour 



m ^= 'ij ^ = o,5o, 



771 = 3, J = o,i7, ^ = 3'76^(^-4-q). 

On voit que le volume augmente rapidement quand le nombre m 
des divisions augmente ; mais ce nombre de divisions est, comme 
nous l'avons déjà dit, commandé, pour chaque valeur de la portée 
L, par la condition de ne pas avoir des parties trop longues de la 
semelle soumises à la compression et par suite exposées à fléchir; 

mais, la valeur de m une fois admise, le rapport y- de la hauteur de 

la poutre à sa portée qui donne la plus grande économie de ma- 
tière est celui que donne la formule (40» souvent la valeur 
fournie par ce rapport dépasse ce que Ton a jusqu'ici admis dans 
la pratique; il convient alors de s'en rapprocher le plus possible; 
mais ne nous arrêtons pas quant à présent à cette discussion, qui 
sera mieux à sa place plus loin. 
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§29. 



8T8TiHE8 A TBIAIftLES ET EV ?ABTIGUIiIER 8T8TËIIE WABBm. — Des- 
cription. — Considérons maintenant {^fig* D) une poutre formée 
de 2/1 triangles tels que AoA| A2, tous égaux, mais d^ailleurs de 
forme quelconque^ reposant sur deux appuis ayant entre eux un 

écarte ment L. 

Fig. D. 




Cette poutre est symétrique par rapport à la verticale mn passant 
par son milieu. 
Nous appellerons 

Aq, Aj, Av, ..,, A|/, ..., Aj/t 
les sommets inférieurs, ceux qui sont censés porter la charge; 



rt, r4, 



* '•j (/-!)» 



''î/l-l 



les tensions des barres horizontales supérieures, c'est-à-dire op 
posées à ces sommets ; 

A], A3, A5, ..., A|/_/, 

les sommets supérieurs, et 



''l» ^^n Tj, ..., rii-_i, ... 



les tensions des barres horizontales inférieures ; enfin 

les tensions des barres inclinées parallèles à la première, à partir 
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de la gauche; 

^2i '♦?' '«»• •••1 'll'î •••• «1/1 

celles des barres înclinces parallèles à la seconde, à parlir de la 
gauche. 

.^ 30. 

Pour trouver simplement les tensions des diverses barres d'unt- 
telle poutre, soit pour des charges comme celles que nous con- 
sidérons, soit pour des charges quelconques, faisons-y une sec- 
tion verticale pq en un point quelconque d'une barre inclinée 
A2i_«A2/. Cette section coupe les trois barres dont les tensions 
sont représentées par 

Ces tensions doivent faire équilibre à toutes les forces, y com- 
pris les réactions des appuis, appliquées entre la section pq el 
Tune des extrémités de la poutre, celle de gauche par exemple. 
Or, la Statique fournissant trois équations pour exprimer cel 
équilibre, les trois tensions r2i, ^2«î /'îi-i se trouvent déterminées. 
On peut même trouver chacune d'elles séparément. En effet, si 
Ton exprime que la somme des moments de toutes les forces qui 
doivent se faire équilibre est nulle par rapport au point A^i^i- 
comme les moments des deux tensions inconnues tai et r^i^ par 
rapport à ce point, sont nuls, on aura une équation où n'entrera 
que la seule inconnue /•2i_i ; si, de même, on applique le théorème 
des moments aux points A2<, on aura une équation où n'entrera 
que la seule inconnue r2i. EnCn, si l'on projette les forces en équi- 
libre sur une verticale, comme les projeotions des deux forces 
r2i et /*2i-i sont nulles, on aura une équation ne contenant quc 
la seule inconnue /2<* 

Si la section /^^ était faite entre les deux points A2i_2 et Aj,_|. 
on déterminerait de même les tensions ^2i-i' 

Appelons généralement X* et T* le moment fléchissant relalive- 
ment au sommet A^ et l'effort tranchant en ce point. En comptant 
positivement les forces descendantes, en comptant aussi positive- 
ment les moments des forces descendantes lorsqu'elles sont à 
gauche du centre des moments, on obtient immédiatement, parla 
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iiiélhode que nous venons d^indiquer, 

hr^i-x -r- Xti_i = o, 

/i/cosa-f-Tj/_| — o, 
— /j/_| cosa' -h Ti/_j - : o, 

oii h est la hauteur de la poutre a' et a les angles que les pièces 
Aq A| et A| Aj font avec la verticale. 

Si l'on désigne par Lia longueur de la semelle inférieure divisée 
en 2/1 parties égales 

A A I ~ Al A3 :—...= I 

'in 

et que c désigne le segment de gauche de Fun des triangles égaux, 
tels que AoA| A2, on aura 

, h h 

COS a = -7— ^^^irr t COS % — - - 



d'où 



»/*-{è-«) 



(43) 



' V 



/.. — ;rT,,.,^A«-H(Jl-o) 



et cela quelles que soient les charges que porte la poutre. 

§31. 

GHARftB ?EBMAI£1ITE. — Supposons d'abord que la poutre porte 
une charge permanente de p^^ par mètre courant sur la semelle 
inférieure^ en sorte que la charge totale soit 

Chacun des sommets, sauf les deux extrêmes, portera 

- El: - IL 
' ~ in in^ 
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9 



et chacun des deux sommels extrêmes portera - » en 3orte que les 
réactions des appuis sont 



2 a a \ in/ 



En appliquant les formules générales du paragraphe précédent, 
on trouve sans difficulté 



(43') 



'Ah \ 'in nj 

'in \ in n I 



PL 



PL . 
l^nh 



(i — I) I ) -^ -I ( n ) 

\ a/i/ aA\ an n/ 



"' =-^<-!^) 



Maintenant, si R est la tension ou la pression que Ton veut faire 
supporter à la matière (nous supposons toujours qu'elle résiste 
également bien àTextension ou à la compression), la section d'une 

barre qui suppprte une tension ^2,_| est -^' , et son volume 

Donc la somme des volumes des barres parallèles à celles de 
gauche sera 



issn 1 = 11 



<=1 1=1 

On trouverait de même, pour le volume l'a des barres inclinées pa- 
rallèles à la seconde à partir de la gauche, 



. -"K(è-')1. 



*"*" iWh 
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pour le volume des barres horizontales inférieures, 






1 = 1 

i= 1 1 = 1 

ou 

PL«(« — i)(4/n-i) PcL 



et enfin, pour le volume (V2 des barres supérieures, 

48/i«RA ■ 4HA U/t ^/' 



PL«(n — i)(4/i-4-T) PL 



d'où, pour le volume total V^ de matière nécessaire pour résister 
à la charge permanente, 

V;, = i>i H- Vf -f- «Vi H- (Vj, 
Tr P'* / !.• , ^I- I^* \ PÏ-* r/ x// X o 1 

^ 2RA\ Ai 4/1*/ a4/i*RA'^ ^^ '^ ^ 

ou 

(44) yp=^[nk^ ^^^^ J, 

OU 



(45) V;, = ^ AiA - 







Le produit c( cj devient maximum po 



ur 



L 

4/1 

et alors le volume Yp devient minimum. Ainsi : 

Théorème. — Quel que soit le nombre des triangles et quel 

que soit le rapport j de la hauteur de la poutre à sa portée, les 

triangles isoscèles sont plus favorables à la résistance que les 
autres, lorsque la charge à supporter est uniformément ré- 
partie sur toute la longueur de la poutre- 
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Et l'on a alors 

(]e théorème est loin d'être évident, et, comme nous le verrons, 
il n'a pas lieu pour une charge roulante. 

Pourc = o, ainsi que pour c = ;-^> on obtient le même volume 

Kn comparant ces volumes pour/? = i, par exemple, on trou\e 
Triangles isoscèles V„ = -77- (Ah rV )' 

1\ \ iOfl/ 

Triangles rectangles .... V), = -|r^ ( A -h -y^ )• 
Pour 



L lu 



PL» / I 3o\ PL» 

,. PLW I 10 \ ^ PL« 

On voit donc qu'à prendre les triangles rectangles on perd 

— — = ~ — > é«:al à près de 33 pour 100 du volume de 

1,97 ',97 ^ '^ ^ 

matière. 

On peut aussi chercher, pour une valeur donnée de /?, la valeur 
de h qui rend V^ minimum, etc.; nous ne nous arrêterons pas 
quant à présenta ces discussions, sur lesquelles nous reviendrons. 

§ 32. 

GHARftEROULAHTE. — Considérons maintenant {^fig- D, p. 279) une 
charge roulante Q au moment où elle est appliquée au point A}y. 

La réaction sur l'appui sera Qf i — . ) * 

Il en résulte, en appliquant les formules (43) du § 30 et ne s'oc- 
cupant que des valeurs absolues des tensions : 
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2" Si / ;^ / — I, 

_ Ov/Ân77« j 

Donnons à la charge roulante Q la position qui donne à la ten- 
sion la plus grande valeur possible. 

Les deux plus grandes valeurs de t^i_\ et de z!»^., ont lieu, la 
première pour / = i, et la seconde pour j = i — i , d'oii 






',/-! = 



an 



Il faut prendre la plus grande de ces deux valeurs, c'est-à-dire la 
première; car, dans la moitié de la poutre que nous considérons 
(la seconde moitié étant symétrique, il est inutile de s'en occuper), 
/est inférieur ou au plus égal à n\ d'où résulte 



t . i — \ 



•x n •! n 



Cela signiGe que le moment où la charge roulante produit la plus 
grande tension de la barre inclinée est celui où elle atteint l'extré- 
mité inférieure de cette barre. Il résulte de là que le volume %\ des 
barres parallèles à la première de gauche est 



*'i = 



2 y/h^ -h C* 



t = n 



r^S'"-' 



1=1 
ou 






^2(-é) 



/=! 
OU 

Q(A«4-cî)(3n — I) 
'^= ÏÂK 



On trouverait de même, pour les volumes des barres parallèles 
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à la seconde à partir de la gauche, 



, Q[A'-H(^-oy](3n-.) 



2AR 



La tension Tî/^i est donnée pour Tune des deuK formules 

Ces deux expressions atteignent leurs plus grandes valeurs, la 
première pour y = i, et la seconde pour y = / — i , c'est-à-dire que 
la tension 7*21-1 d'une barre inférieure est la plus grande possible, 
quand le poids Q est placé à l'une de ses extrémités. Il faut chercher 
laquelle. Or on trouve, pour les deux valeurs indiquées dey, 

'-=?i(-^)hi^]-4 

Il faut prendre, pour chaque barre, la plus grande de ces va- 
leurs. C'est r2i-i ou r',,_.,, suivant que 



^Y.-^ 



> 



L(i-i) 



in] ^ 4'** 
ou 

L i — I 



c.^ -— X 



/peut prendre toutes les valeurs entières de i an; donc, si 

(48 ^>7ïïX ï' 

on aura, pour toutes les valeurs de 2, 

L i — I 
4 n rt — . i 

''21-1 sera partout inférieur à r',,_, et le volume des barres infé- 



TENSIONS DANS LES SYSTÂMES DE BARRES ÉLASTIQUES. 287 

rieures sera donné par la formule 



' J^ H in nKhÂÊd\ '^n]\ in \ 

1=1 1=1 

ou 

Si 
(48 6«) e<iljx^, 

alors il existera un nombre entier i = \ inférieur à /i et tel que 

(49) X<i>^ ^^^^7«^ <X-f-K 

Pour les valeurs de i comprises entre i et X inclusivement, 
f'aUi sera plus ^and que r'^t^^] pour les valeurs de i supérieures 
à }v, on aura au contraire r'j^.j > ra/^f. Donc, dans ce cas, le vo- 
lume w\ des barres inférieures sera donné par la formule 

/ 1 = X i=n 



ou 

i = X 
L f 



\i = l i^X-4-l 



\i=i *=X+i / 



ou 

i=n i=n 



''=^2'""--^^A 2 [4^('-')-K'~;i^)] 



(V, 

1 = 1 i = X-M 



ou 

w 






La plus grande valeur de la tension Tsi d^unc barre supérieure 

a lieu, comme on le vérifie aisément par une discussion analogue, 

mais plus simple, quand le poids Q se trouve au point A2/ et a 

pour expression 

QL / i \ . 
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d'où, pour le volume des barres supérieures, 



QL 



ou 



2/i»RA jiv an/* aR/i 



tv, == 



QL«(/i-f-f)f4/i — i) QcL 
24/i«RA 2RA 



En réunissant les valeurs de v\f f^',, tr'^, iv^, on trouve, pour le 
volume Yq relatif à la charge roulante, 

rtO' v^ L^ n — I 
l<'blC> — X T' 



(50) V^=5[^(3n-i)A- 



(n -h i)( in — i)L* — 3w(5n — i)cL -f- i7./i*c*( "^n — i 

I 2 /i* A 



(ôobis) V', = V>H-(n-X)[(n + X-0^-o(,-i)]^. 

Si Ton fait varier c, la formule (48) montre que, quels que soient 
/î, h et L, le volume V^ devient minimum pour 

— 3 /i( 5 /i — I ) L -H '2.i /l' c ( 3 n — i ) = o. 

d'où 

L 5/1 — 1 

c = —- X ~ ; 

4/1 6/1 — 2 

mais cette formule n'est applicable que si 

L n — I 

X 



ou 



4n /i — -J 



5/1 — 1 ^ n — t 

^ r> 



d'où 
Pour 



6/1 — 2 /l — ^ 

/?.=:[, c = y— triangle isoscèlc., 

4 /i 



(5i) { n = 2, 



9 L 

10 4'^ 



10 L 

n = 4, c = — X 7— 

22 4^* 
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Ainsi l'on voit qu'ici ce ne sont plus toujours, comme lorsqu'il 
s'est agi de la charge permanente (§ 30), les triangles isoscèles 
qui fournissent les volumes minimum ; mais ce sont des triangles 
qui s'en rapprochent de telle sorte que, pour supporter à la fois une 
charge permanente et une charge roulante, ce sont ces triangles 
qu'il convient d'adopter quand on n'a pas de raison spéciale de 
prendre une autre forme. 

Considérons les trois cas intéressants 



L L 

c = o, c=--, c = 

\n in 



Dans les deux derniers, on a 

L n — I 

il faut donc employer la formule (5o bis)\ dans le premier, il faut 
employer la formule (5o) en y faisant X = i, comme le montrent 
les inégalités (49)' On trouve alors : 

c = o. Triangles rectangles descendants {Jig> K ci-après), 

V..2[<3„-„».«-^t^l^L.]. 
c= 7— • Triangles isoscèles {fig- G, ci-après), 

cz=z — . Triangles rectangles ascendants {Jig» H, ci-après). 

Il est remarquable qu'ici, comme dans le cas de la charge per- 
manente, les triangles rectangles descendants et ascendants don- 
nent lieu à la même dépense de matière. 

IV. 19 
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NOTE I. 



V. 

Conclusions pratiques. 

§33. 

En résumé, si L est la portée d'une poutre, h sa hauteur, si Tod 

appelle S = y le rapport de la hauteur à la portée, on trouve, pour 

le volume V^ de matière nécessaire pour supporter une charge 
permanente P =/?L et pour le volume V^ nécessaire pour porter, 
dans toutes les positions qu^elle peut occuper^ une charge rou- 
lante Q, les formules suivantes : 



8TSTÉIIE Fin. 



Fig. E. 




r,'..>\. 



Semelle divisée en a" parties égales, soit avec a" — i montants verticaox. 

Charge par-dessus, formules (32), § 22, et (34), § 23 : 



(52) 



(Sa bis) 



\n = 



v,= 




Charge par-dessous, formules (34 bis)^ § 24 : 



(53) 



(53 bU) 



V - L21 



v„ = 
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agi 



SYSTÈME BOUJIU. 

Fig. F. 




Divisée en an parties égales. 

Charge par-dessus, formules (37), §27, et (38), § 28, où Ton 
fera m = an : 



(54) 



'^ R l n \ 12/16 /J 

-. QL, . ^ , 2/14-1 

V^=2--^(2/l — |)6h 5-. 

^ K 12/10 



SYSTÈME A TRIAHSLES ISOSGÈLES (WABBEV) 

Fig. G. 




Semelle inférieure divisée en a /i parties égales. 

Charges par-dessous, formules (46), § 31, et (5i bis), § 32, où 

L 



Ton fera c = 



4/1 



(55) \^ = -j^- [^5+ ^,^,a J> 
556«) v,= _ 1^(3^-1)8- i47i^s-J 



SYSTÈME A TBIAHSLES RECTAHSLES ASGERDAUTS^ 

Fig. H. 




Semelle inférieure divisée en a/i parties égales. 
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Charges par-dessous, formules (47 )> § 31, el (5i bis), § 3â : 



(56) . 
(56 bis) 



V,= 



PL r-> . (n-f- i)(4«-i) 1 

= XL -^ — lïKn — J' 

QL r, ^^ 8/i«-+-9rt — 51 



STSTiB A TBIAIfiLES BEGTAliaLBS DESGEimAirTS. 

Fig. K. 




Semelle inférieure divisée en a n parties égales. 

Mêmes formules que pour les triangles rectangles ascendants. 

Dans le tableau qui suit(§ 35), nous avons calculé ces formules 
pour les cas où la semelle de longueur L, daiïs chacune des poutres 
considérées, est divisée en 

parties égales. Ces divisions, étant des puissances du nombre 2, 
sont les seules que comporte le système Fink; nous les avons 
donc aussi adoptées pour les autres systèmes, afin de bien mettre 
en parallèle les divers systèmes. Elles correspondent : 

1° Dans le cas du système Fink, aux valeurs 

I, 2, 3, 4, 5 

de /2, puisque les divisions, dans cette poutre, sont au nombre 
de 2" ; 

2° Dans les autres systèmes, aux valeurs 

1, 2, 4, 8, 16 

de n, puisque, dans ces systèmes, le nombre des divisions est 2 a. 
Pour chacune des valeurs de n, nous avons fait les calculs, en 

h 

attribuant au rapport S = •=- de la hauteur delà poutre à sa portée 
les quatre valeurs 



1 
75 



1 
10 



I 

8 



4 
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Ces valeurs com prennent toutes celles généralement admises 
dans la pratique, qui, jusqu'ici du moins, s'est presque toujours 

tenue dans les limites comprises entre s et -=• 

La première colonne porte les valeurs de 8 ; les autres colonnes 
fournissent, pour chaque système de poutre et pour chaque sys- 
tème de valeurs de n et de S, les deux rapports 



T— = OL, 



(57) 






en sorte que le volume de matière V^, nécessaire pour porter une 

charge P, uniformément répartie à raison de j kilogrammes par 

mètre, et de telle sorte que chaque barre supporte une tension ou 
une pression de R"^* par mètre carré de section, est 

(58) ^''^*lî'' 

et le volume de matière V^, nécessaire pour porter une charge 
roulante Q, de telle façon que, dans quelque position qiCelle 
occupe sur la poutre, elle n'exerce sur aucune barre une tension 
ou une pression supérieure à R'^^ par mètre carré, est 

(59) V^-P^, 

et enfin le volume V de matière nécessaire pour porter à la fois 
les charges P et Q, sans que la tension ou pression par unité de 
surface dépasse jamais R^^, est 

(60) V = (aP-f-pQ)t. 



§ 34. 
Chacun des coefficients a et ^ est, d'après les formules ci-dessus. 
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(52) et suivantes, de la forme 

a = AoO-h -g-, 
(61) \ p 

les coefficients Ao, A4, Bq, B| dépendant uniquement du nombre 
des divisions n. On a donc 



(62) 



et, en posant 



„ /. , A,\ PL 



63) ^ = (*, 

» 

[ji étant ainsi le rapport numérique de la surcharge à la charge per- 
manente, 



(64) 



F/A D ^^ A, -+-HlBi"l PL 

= l(Ao-hfxBo)ôH â^J "R 



De la simple inspection de ces formules, où S := r- » il ressort 

cette conséquence importante, résultant de ce que, dans l'un des 
deux termes de chaque second membre, 8 entre en numérateur et^ 
dans Tautre, en dénominateur : le volume de matière que dépense 
une poutre de système donnée pour résister à une charge donnée^ 
ne diminue pas à mesure que la hauteur h de la poutre aug- 
mente; il existe, pour chaque poutre, une valeur de h qui rend 
ce volume minimum. 

C'est donc cette valeur qu'il faut adopter quand on le peut et 
dont, en tout cas, il faut se rapprocher le plus possible. 

La valeur de 3, qui rend minimum le volume V^ relatif à la chaîne 

dW 
permanente, s'obtient en égalant à zéro la dérivée -^> ce qui 

donne 

a» 

ou 

(65) 



Ao - ?r* = O 
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et le volume minimum correspondant est 

(66) V^ = a !^ v/ÂTÂo. 

La valeur de o, qui rend minimum le volume V^, relatif à la 
charge roulante, est 




(67) 

et la valeur correspondante du volume est 



(68) V^ = a^/B,Bo. 

Dans le Tableau qui suit, on a calculé ces valeurs minima; ces 
valeurs, ainsi que celles du rapport 8 auquel elles correspondent, 
sont marquées en chiffres gras. 

La valeur de S, qui rend minimum le volume V correspondant à 
la charge permanente et à la surcharge réunies, est 

et le volume correspondant de matière est 

(70) V = av^( A, -h fxB,)(Ao -+- fxBo). 

Ces valeurs dépendent, en général, du rapport [x entre la sur- 
charge et la charge permanente; la valeur de n'est indépendante 
de ce rapport que dans le cas où 

Ao __ Bç 

â;"b/ 

ce qui a lieu pour la poutre Bollman. En tout cas, la valeur de 8, 
donnant le minimum de Y, se calcule sans difficulté, pour chaque 
système de poutres, au moyen des deux dernières formules. 

§35. 

Voici maintenant le Tableau des principales valeurs numériques 
de V^ et V^, qu'il suffît d'ajouter pour avoir les valeurs corres- 
pondantes de y. 
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VALEURS 
de 



Système FINK. 



„ PL 

VALEURS DE \ p l -— 

K 



— 3. 



,5 - 0,067. 


3,8j 


I 

— — 0,10.. 
10 ' 


3,60 


- = 0,12... 


2,12 


I 

j = o,aj.. . 


1,25 


0.43 


1,01 


0,50 


1,00 


0.70 


1,06 


0,71 


1,06 



I 

75 

I 

10 



0,067. 
0,10.. 



Charfo 
pir-dMias. 



^-P 



28 



5 
l6l 



Cbarfe 
par-dMsoo». 



VALEURS DE > ^ : -Vj- 



-?■ 



V Charfe 
pir-dassas. 



8 I 



26 f- 



71 



Fig. a. 




'Tt^ 



3,78 



2,v*)J 



2,06 

1,12 

0,80 
0,75 
0,71 

0,71 



7,63 



J,20 



4,j5 
2,5o 

2,02 

2,00 

2,11 
2,12 



_5^ 

168 



^^-^88 



Fig. a'. 



Charte 
par-deaaoai. 



26 



7,56 
5,10 
4,i3 

2,25 

"»59 
i,5o 

1.41 

i,4i 



36 



5 

8"8 




4,82 



3,32 



4,75 



3,22 



9i77 



6,85 



9»57 



6,55 



Ststème BOLLMAN. 



VALEURS 
DE \p • -«■ = «• 



VALEURS 



Charft par-dcmif. 



SEMELLE DIVISEE EN 2 PARnEfl 



«-P 



36 



Fig. b. 




3,82 

2,60 



2,12 



I,2J 
1,01 

1,00 

1,06 
1,06 



7,63 
5,20 
4,î5 

2,5o 

3,03 

2,00 

2,11 

3,13 



SEMELLE DIVISÉS EX 4 ^^^^ 

2\ 248/ I \ "'-; 

Fig. b'. 



"//A 




4,79 
3,27 



19, ij 
i3,io 
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Système WARREN 



A TRIANGLES ISOSCBLES. 



flLECRS DE \/?: -^ = a, 
K 



VALEURS DE V ^ : -^ = ?. 



A ANGLES RECTANGLES 
ASCENDANTS OU DESCENDANTS. 



^ PL 

VALEURS DE \ /? : -^ =a. 



Charte par-dessoos. 



VALEURS DE V7: 



QL_ 
R ~ 



P- 



ftlLES, SOIT 71 = I . 

3 



4- 



166 



Fig. c. 



2,88 



'»97 


J,9D 


1,63 


3,23 


1,00 


a, 00 


0,87 


1.73 


0,87 


1,75 


o»97 


i»93 


o»97 


ï»9'» 


BiLis, SOIT n — a. 




160 


3 

^^-*-86 



. 3 




5,76 



45 



Fig. d. 




3,82 
2,60 

2yl3 

i,a3 

1,03 

1,00 

1 ,06 
1 ,06 



aS-h 




7.63 
5,ao 

4,25 

2,5o 

2,02 

2,00 



2,11 



2,12 



Fig. c' 



^«-3^ 



Fig. e'. 
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VALEURS 



- = 0,125 

1 

7 = 0,2.> . 
4 

0,27 

0,30 

0,33 

0,39 

0,43 

0,56 



Système FINK. 



I 

— = 0,10 . 
10 

^ = 0,12.. 

0,18 

0,19 

0,20 

0,22 

J = 0,25.. 

0,28 

0,33 

0,42 

0,47 



VALEURS 



., PL 

DE \p : -^ = a. 



Charge 
par-desnis. 



2,75 

1,75 

1,70 
1,64 
1,62 

1,58 

i»59 
1,68 



36 



21 



5,12 

3,58 

3,00 

2,36 
2,3o 

2,24 

2, l5 

2,06 

2,01 

1,98 

2,04 
2,11 



Charge 
par-deilons. 



2,62 

i,5o 

1,43 
1,34 

I|29 

'»i9 
1,16 

1.12 



38 
2 



21 
640 



5,02 



3,43 

2,82 
2,09 

2,01 

»»94 

1,82 

ï,69 

ï»59 

i>49 
1,33 

1,40 



VALEURS 



DE V^:5^'=?. 



Cbarse 
par-dessus. 



Chvn 



5,75 



3,.; 



4,00 




3,-> 


3,93 




î,n 


3,88 




1,98 


3,80 




2,^ 


3,94 




2.i 


4,o3 




2,n 


4,48 




2.V 




SEMKUï d:t:si 




EN 8 PARnES FfilU 



145 + 



II 

les 



'• 



11,24 



8,27 

7,25 

6,34 
6,28 

6,24 
6,20 

6,25 

6,37 
6,70 
7,52 
8,04 



■a : 



10.: 



\y 



r • 



tf< 



^.:•: 



in 



SEMILLE DHÎ?^ 
EN 16 PARTIBSKl^^*^ 



75 = 0,067 



46 + 



85 



256 
5,25 



26 



85 
2565 



5,11 



3o6h-^ 

326 

12,78 



r5i'-: 



n,'^ 
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Ststkmb BOLLMAN. 



VALEURS 






= a. 



VALEURS 






= ?• 



Charg« par-dessus. 



2169 

i,6a 

1,56 

1.49 
•44 
'.39 

1,37 

i,4o 



10,74 



6,5o 

6|35 
5,96 

5,77 
5,54 

5,48 

5,59 



Système WARREN 



A TRIANGLES IS0SGÈLE8. 



VALEURS 
„ PL 

DE y p:-n- = *• 



VALEURS 

DEV^:St=^. 



1,73 



1,23 

1,22 

1,23 

1,26 
i,3o 
1,45 



FINK n 

BOLLMAN ET WARREN.. n 



3. 
4. 



If^^éù 



I . 



5,o4 



3,40 

3,84 

2,i3 

3,06 
2,00 
1,89 

1,75 

1,66 
1,57 
1,51 

1,52 



4o,3i 



27,65 

22,75 

17,08 
16,46 
i5,92 
i5,oi 

14,00 

13,29 
12,57 
12,12 
12, i5 



48 



23 



1288 
2,96 

2,20 



i»94 

1,7a 
1,70 
1,70 
1,70 



1,72 



1,76 
1,86 
2,11 
2,26 



nsK 

50LLMAN ET WARREN. . 



n 
n 



= 4. 
= 8. 



K' 



n.) 
968/ 



:>,io 



(= 



•5''«+?p) 



81,67 



8S 



89 
SiaS 



3,14 



A TRIANGLES RECTANGLES 
ASCENDANTS OU DESCENDANTS. 



VALEURS 

DE \p : -—- = a. 



Cbarre par*dessoiis. 



3,62 
2,75 

2,74 

2,75 

a»79 

3,9' 
3,02 

3,47 



16 



23 



64 
6,12 

4i69 

4,25 

3,98 

3,98 
4,00 
4,o5 

4,19 
4,36 

4»7a 

5,47 
5,93 



236 



+ J9. 
^256S 

6,75 



2,00 

1,37 

1.35 
1,33 
1.32 
1,34 
ï,37 
i,5i 



46 



25 

1286 
3,19 

2,35 

2,06 

1,80 

'»79 
1,78 

1,77 

1,78 

1,82 
1,9* 

3,l4 

2,29 



86 



^5i26 
3,26 



VALEURS 



4,37 

3,12 

3,09 

3,06 

3,07 
3,i5 
3,24 
3,6', 



116 



53 



1286 
6,94 

5,24 

4,69 

4,28 
4,27 

4,27 
4,3o 

4,41 

4,56 
4,88 
5,60 
6,06 



236 



193 



5ia6 



7i'9 



3oa 
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VALEURS 
de 



- = 0,,0 



8 = o,i^ 



0,13 
0,14. 
0,15. 
0,20. 



0,28 

0,40 

0,42 



73 = "'"^^ 

0.08 

0,09 

ll = «>*« 

g = 0,12... 

0.13 

j = 0,25.. 

0.36 

0,41 



Système FINK. 



VALEURS 



DE\p:-rT- = a. 



Charfe 
par-detMis. 



3,72 

3,i6 

3,07 

a, 93 
a, 81 

2,46 
2,33 

2.30 

2,43 
a»47 



56 



34 



10246 
5,33 

4,46 

4, '5 
3,83 

3,29 
3,21 

2,58 

2,72 

2,88 



Charge 
par-detioas. 



3,52 

2,91 

2,81 
2,65 

2,5l 

2,06 
1,83 

'»74 
1,63 

1,63 



58 341 



2 10245 

5,16 

4,56 
3,92 

3,58 

2,98 
a,B9 

i»96 

1,82 

1,85 



VALEURS 



I)«Vî:Ç = ? 



Charte 
par-deesQi. 



10,19 

9,5o 

9»43 
9,33 

9,28 

10,37 

io»97 
i3,8o 

i4,3i 



par-teM 



8,^ 

- 'i 

«,» 

6,61 



8BKBUI DTvsn 
Bîf 32 PAETISS M*"* ' 



i5,i5 

i3,32 
13,74 

13,54 

13,62 
i3,8i 

»4,36 



i3.: 



tv* 
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Systems BOLLMAN. 


À TRUNQLKI 
VALEURS 


Stbtbme WARREN 




TALBURS 


TALIORS 

d«Vî:-^=P. 


s ISOSCiLES. 
VALEURS 


A TRIANGLES 
ASCENDANTS OU 

VALEURS 


RECTANGLES 
1 DESCENDANTS. 


,. PL 


VALEURS 






xr PL 

deVt?: ^==x. 




DE V/? : -rr- = a. 


DEV^:^=p. 


Charte par-demu. 


Charge ptr-deuoai. 




S^Si 


56,10 


2,54 


5,78 


2,61 
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3oa NOTE 1. 

De ce Tableau et des divers théorèmes établis dans ce Mémoire 
ressortent les conséquences suivantes : 

i*^ Quel que soit le s^rstème de poutre employé, le volume de 
matière à dépenser pour résister à une charge donnée ne diminue 
pas, comme on pourrait le croire, à mesure que la hauteur de la 
poutre augmente. Il existe, pour chaque système de poutre, une 
hauteur donnant lieu à la plus grande économie possible de ma- 
tière. Ce sont ces hauteurs, indiquées en chiffres plus forts au Ta- 
bleau précédent, quMl faut adopter ou dont il convient au moins 
de se rapprocher le plus possible ; en les dépassant, loin d'obtenir 
une économie, on augmente souvent la dépense dans des propor- 
tions qu'on soupçonnerait difficilement. Ainsi, pour la poutre à 
triangles isoscèles dont la semelle serait divisée en 32 parties 
égales, cette hauteur, la plus favorable pour porter une surchai^ 
Q, est égale au ^^^ de la portée L, hauteur, comme on le voit, très 

pratique; et la dépense de matière correspondante est 8,02 x ■^'; 

mais, si l'on s'avisait de porter cette hauteur au quart de la portée. 

la dépense de matière serait i3,i 1 -^-; c'est-à-dire que, loin d'être 

moindre, elle serait presque doublée. 

On remarquera, du reste, que, dès que le nombre des divisions 
de la semelle est un peu considérable, ce qui a toujours lieu pour 
les portées moyennes et grandes, les hauteurs les plus favorables 
varient du J au -5^, et même du -j^ ou -j^ de la portée. Il est remar- 
quable que ces chiffres, indiqués par la théorie, soient précisé- 
ment ceux que la pratique a consacrés ; mais ce que les praticiens 
n'ont certainement pas remarqué, c'est qu'il y a, en général, à 
perdre et non à gagner à dépasser notablement ces hauteurs. 

2° Quel que soit le système de poutre employé, le volume de 
matière à dépenser pour résister à une charge donnée, avec une 
poutre dont la hauteur et la portée restent les mêmes, croît 
rapidement avec le nombre des parties dans lesquelles on divise la 
semelle, c'est-à-dire avec n. Mais ce nombre n, comme nous 
l'avons déjà dit, est, dans la pratique, commandé, ou à peu près^ 
par la nécessité de ne pas laisser des 'portions de semelles trop 
longues sans liaison avec le reste de la pièce, autrement ces por- 
tions de semelles fléchiraient sous l'action de leur poids et sous 
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Taction des charges roulantes. Ceci est surtout important quand la 
semelle est comprimée. 

3^ Si l'on compare les trois espèces de poutres (Fink, BoUman et 
Warren), pour un même système de valeurs de n et de 8, on voit que, 
pour la charge roulante, c'est toujours la poutre à triangles isoscèles 
qui l'emporte ; pour la charge permanente, elle l'emporte aussi, 
sauf pour des valeurs très grandes de n et de S ; on peut déduire 
de là que, sauf de très rares exceptions que nos formules (63) et 
(64) indiqueront facilement, elle l'emportera aussi pour les deux 
charges réunies. Ainsi cette poutre doit être regardée comme su- 
périeure aux systèmes Fink et BoUmann, à ce dernier surtout, 
qui est admissible pour des charges uniformes, mais qui, pour des 
charges roulantes, doit être absolument proscrit ( ^ ) ; et en adoptant 
les poutres à triangles, ce ne sont pas des économies insignifiantes 
que Ton fait, mais des économies pouvant aller à 5o pour loo, et 
plus, du volume de matière employée. 

Ainsi, pour une poutre dont la semelle serait divisée en 32 par- 
ties et dont la hauteur serait égale à ^ de la portée, chiffre très 
usuel, il faut, pour porter une charge permanente P, les volumes 
de matière suivants : 

Fink 5 , 33 -^ 

PL 
Bolimann 5, 12 -^ 



Triangles isoscèles 3,62 -^ 



PL 
K 

PL 

Triangles rectangles 3 ,68 -j^ 



c'est-à-dire que le système Bolimann exige 4^ pour 100, et le sys- 
tème Fink 4s pour 100 de matière de plus que le système à 
triangles isoscèles. 



(*) En réalité, dans la pratiquci il n'y a pas de charges concentrées sur un 
point; les charges roulantes, telles que les trains de chemins de fer, se répar- 
tissent sur une longueur finie^ c'est-à-dire, dans la poutre Bolimann, entre plu- 
sieurs paires de tirants; le désavantage que présente cette poutre est par là un 
peu atténué ; mais il n'en subsiste pas moins très considérable. 
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Pour porter, dans les mêmes conditions, la charge roulante Q, 
il faut : 

Fink i5,i5^ 

Bollmann 163,96 -^ 

Triangles isoscèles 8,24 -^ 

K 

Triangles rectangles.. . 8,47 -~- 

c'est-à-dire que le système Fink exige 83 pour 100 de matière de 
plus que le système à triangles isoscèles ; quant au système BoUman, 
nous n'en parlons pas : il nous semble tout à fait inadmissible dans 
ce cas. 

Le système à triangles rectangles exige 3 pour 100 de matière 
de plus que celui à triangles isoscèles. 

Nous ne prétendons pas que ces chiffres, rigoureux en théorie, 
le soient au même degré dans la pratique, puisque là il faut tenir 
compte encore du volume de matière que nécessitent les assem- 
blages, les pièces destinées à empêcher la voilure des barres, etc.; 
mais ces chiffres indiquent, de façon à ne laisser subsister à cet 
égard aucun doute, les valeurs relatives des divers systèmes mis 
en parallèle; et même une fois qu'on aura déterminé par l'expé- 
rience, ce qui ne paraît pouvoir offrir aucune difficulté, les propor- 
tions dans lesquelles il convient d'augmenter les volumes théo- 
riques ci-dessus trouvés pour tenir compte des pièces d'assem- 
blage, de contreventement, etc., nos formules permettront de 
faire en quelques instants les devis comparatifs de divers systèmes 
de poutres et de choisir, dans chaque cas, le meilleur. 

4^ Si maintenant on compare les mêmes systèmes, non plus 
pour des valeurs données de n et de S, mais au point de vue du 
minimum de dépense de matière dont chaque système est suscep- 
tible, pour résister à une charge donnée, avec un nombre donné 
de divisions de la semelle, on trouve encore que, presque toujours, 
l'avantage appartient à la poutre à triangles isoscèles, surtout si 
la charge roulante est considérable; pour la charge permanente 
seule, il n'en serait pas toujours ainsi et, pour ce genre de charges, 
la préférence devrait être donnée tantôt au système Fink, tantôt 
au système BoUman, tantôt au système à triangles; mais ce dernier 
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réalise, en général, le minimum de dépense avec de moindres 
hauteurs de poutres, ce qui, en pratique, le rendrait supérieur, 
même quand le .volume minimum auquel il donne lieu dépasserait 
un peu celui relatif à une des deux autres poutres. Si, par exemple, 
on suppose seize divisions de la semelle, le minimum de matière 
nécessaire pour résister à une charge permanente est : 

Fink 2,3o-5^> avec 8 =—= 0,28, 

Bollmann ij57"Ër' avec o = r- = 0,42, 

Triangles isoscèles.. . . 2,36-p-> avec 8 = ^ = 0,14, 

PL /* 

Triangles rectangles. . 2,41 -p- > avec 8 = - = o, i5. 

Le s^'stème le plus économique serait le sj^stème Bollmann; mais, 
pour arriver à réaliser l'économie qu'il offre, il faudrait construire 
une poutre dont la hauteur fût les -^ de la portée, ce qui, pour 
des portées un peu considérables, serait inadmissible : l'avantage 
est donc ici purement théorique. 

Vient ensuite le système Fink, qui dépense un volume de ma- 
tière égal à 2,3o -^y avec une hauteur de poutre qui serait les -~j, 

c'est-à-dire plus du quart de la portée : c'est encore irréalisable 

pour de grandes portées. 

PL 
Quant à la poutre à triangles isoscèles, elle dépense 2,36 -^ de 

matière, c'est-à-dire très peu plus que la poutre Fink, et elle dé- 
pense ce volume avec une hauteur de poutre à peine de moitié. 
Elle l'emportera donc, dans la pratique, même au point de vue 
où nous nous plaçons ici. 

Si l'on fait maintenant les mêmes comparaisons pour une charge 
roulante Q, on trouve les dépenses minima de matière suivantes : 

Fink 8,36^, avec 8 = ^ = o,i3, 

QL r, h 

Bollmann ao.ia-—-? avec 6 = — = o.ia, 

R L ' 

Triangles isoscèles.. . 5,66 -~> avec 8 = - = o,i3, 

OL h 

Triangles rectangles. 5,86-^^> avec 8 = — = o, i3. 

IV. 20 
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Ici Ton voit, sans discussion, que Tavantage appartient an sys- 
tème à triangles isoscèles, avantage considérable puisqu'il doDoe. 
sur le système Fink, une économie de plus de 5o pour loo de 
matière, avantage efiectif, puisqu'il se produit moyennant une 
hauteur de poutre parfaitement pratique. 

4** Ainsi, à quelque point de vue qu'on se place, le système à 
triangles est supérieur au point de vue économique au système 
Fink et plus encore au système BoUmann; d'un autre côté, noas 
avons vu, dans la théorie générale des systèmes d'égale résistance, 
qu'il est nécessairement plus économique que les systèmes à croix 
de Saint-André et à treillis; et il résulte aussi de cette théorie 
qu'il est plus économique que les systèmes Jones, Linvnlie. 
Murphy-Whipple, etc., qui tous dérivent des systèmes à treillis ou 
à croix de Saint-André et contiennent les mêmes lignes surabon- 
dantes que ces derniers (seulement en moins grand nombre): 
nous pouvons donc conclure que la poutre à triangles, et en par- 
ticulier celle à triangles isoscèles, est, au point de vue où nous 
nous sommes placé, la meilleure des poutres connues. 

5* Il se peut qu'on découvre des systèmes mieux disposés 
encore; mais on devra, en tous cas, les chercher parmi les figures 
géométriques ne contenant pas de lignes surabondantes; car, 
étant donné un système à lignes surabondantes, on peut toujours 
(théorème V) trouver un système sans lignes surabondantes plus 
(ou pour le moins aussi) économique que lui ('). 

6^ Si l'on ajoute à cela que les systèmes sans lignes surabon- 
dantes sont (théorème I) les seules dont les tensions puissent être 
calculées à l'aide des principes de la Statique élémentaire; que, 
par suite, les calculs sont plus sûrs et plus simples que ceux de la 
Résistance des matériaux; qu'ils peuvent d'ailleurs être remplacés 
par les procédés si commodes et si expéditifs de la Statique gra- 
phique; si l'on ajoute encore que les systèmes sans lignes sura- 
bondantes, par cela seul qu'ils renferment un moins grand nombre 
de pièces, comportent des pièces plus robustes, plus faciles à 
assembler, moins sujettes à être affaiblies par Toxydation ou la 



{*) Voir, au sujet de l'emploi exclusif des systèmes sans lignes surabondantes, 
l'observation placée au bas de la page 201. 
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pourriture, moins sensibles aux trépidations, moins exposées à 
être faussées lors de la pose ou à être affamées par les pièces d'as- 
semblage, on reconnaîtra qu'il y a véritablement intérêt, en cette 
matière, à se conformer aux préceptes de la théorie. Il est peu de 
questions où elle fournisse des résultats aussi simples, aussi con- 
formes au bon sens, aussi faciles et aussi utiles à mettre en appli- 
cation. ' 
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APPENDICE A LA NOTE I. 

SUR LES CAS d'exception QUE PRÉSENTENT, AU POINT DE VUE 
CINÉMATIQUE OU MÉCANIQUE, LES SYSTÈMES ARTICULÉS. 

§1- 

A. - DÉFORMATIONS NORMALES ET ANORMALES DANS LES SYSTÈMES 

ARTICULÉS. 

Si la figure géométrique formée par les axes d'un système plan 
de barres articulées peut recevoir un mouvement fini et continu, 
pendant lequel tous ses angles ou quelques-uns d'entre eux se 
modifient avec continuité, les longueurs de ses côtés restant inva- 
riables, nou.s disons qu'elle est déformahle. Si, au contraire, 
il est impossible de modifier d'une façon continue les angles sans 
faire varier aussi les longueurs des côtés ou de quelques-uns 
d'entre eux, elle est dite indéformable. 

Plusieurs déformations d'une figure seront dites distinctes, si 
aucune d'elles ne peut être obtenue par composition ou juxtapo- 
sition des mouvements formant les autres. 

Nous avons vu que le nombre des côtés et le nombre des 
sommets ou points d'articulation d'une figure plane étant respec- 
tivement désignés par les lettres m et /i : 

lO Si 

(i) m = 2/i — 3, 

la connaissance des côtés entraîne celle des angles : une telle figure 
est donc indéformable. 

a*' A plus forte raison en est-il ainsi si la figure contient k lignes 
surabondantes ou k lignes de plus que le nombre nécessaire pour 
la définir, de forme, c'est-à-dire si 

(2) m = in — 3-hA:. 
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3^ Si au contraire 
(3) /n = 2n — 3 — A:, 

c'est-à-dire si la figure contient k lignes de moins que le nombre 
nécessaire pour la définir, elle peut être déformée de k manières 
difi<érentes. 

Nous appellerons ces déformations les déformations normales. 
Ainsi une figure dont le nombre des côtés est déGni par la dernière 
équation peut recevoir k déformations norm,ales; tandis qu'une 
figure dont le nombre des côtés est défini par les équations (i) 
ou (a) est normalement indéformable. 

Les angles d'une telle figure ne peuvent recevoir des altérations 
de grandeurs finies que si un ou plusieurs côtés sont eux-mêmes 
altérés de grandeurs finies et, en général, les mêmes angles ne 
peuvent recevoir des variations infiniment petites que si les côtés 
ou quelques-uns d'entre eux subissent des variations infiniment 
petites de m,éme ordre. 

Mais on conçoit qu'on puisse choisir les longueurs des côtés 
d'une figure indéformable dont le canevas général est donné, de 
telle façon que, ses angles variant de quantités infiniment petites, 
les variations correspondantes des côtés soient des infiniment 
petits d'un ordre plus élevé. 

De pareilles modifications peuvent être regardées comme des dé- 
formations infiniment petites^ puisque ce sont des mouvements 
pendant lesquels les longueurs des côtés peuvent être regardées 
comme invariables. Nous les appellerons des déformations anor- 
males* 

Il peut arriver aussi qu'une figure contenant k lignes de moins 
que le nombre nécessaire pour en définir les angles puisse, outre 
les k déformations finies et continues que nous avons appelées 
normales,' recevoir une ou plusieurs déformations infiniment pe- 
tites que nous appelons anormales. 

§ 2. 

BELiTIOIS lOBMALES ET AH0BKALE8 EHTBE LES DILATATI0I8 DES COTÉS 
BUIIE ïlftUBE. — Nous disons qu'une figure est librement dilatable 
lorsque tous ses côtés peuvent recevoir des dilatations infiniment 
petites, indépendantes les unes des autres. 
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Si, au contraire, entre les dilatations infiniment petites qu'il est 
possible de donner aux m côtés d'une figure, il existe k relations 
permettant de déduire les dilatations de k côtés de celles des 
m — k autres, nous disons que la figure ne peut recevoir que 
m - - k dilatations distinctes. 

C*est évidemment le cas d'une figure contenant k lignes sura- 
bondantes. 

Soient 

ai, Of, as, . . ., am 

les longueurs des côtés d'une telle figure. 

La connaissance de m — A: de ces grandeurs suffisant, par hy- 
pothèse, à définir la figure, il faut qu'il existe entre elles k rela- 
tions. 

Soit 

l'une d'elles. 

Supposons à présent qu'on donne aux divers côtés des dilata- 
tions infiniment petites 

Saj, Sa], •••! ^^/n* 
Entre les côtés 



ai-+-8ai, aj -f- 8aj, ..., am-^^ct 



m 



de la figure dilatée, on aura encore la relation précédente, pourvu 
qu'on y remplace les longueurs ai par celles ai -+- Sa/, de sorte 
qu'on aura identiquement 

(4') F(aiH-8ai, a%-\-^afj aj-+-Saj, am-f- Sa,») = o. 

Retranchant la première de ces équations de la seconde, négli* 
géant les quantités de l'ordre du carré des dilatations et écrivant 
partout F au lieu de F(ai, a2, ^s, . . ., «/»), il viendra 

, , , àF ^ dF ^ dF ^ âF ^ 

Si l'on appelle 
(6) Fi = o, F, = o, F3=o, ..., Fit = o 

les k relations entre les longueurs des côtés de la figure donnée, 
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on aura entre leurs variations les k équations linéaires correspon- 
dantes 

ouy ocL^ oa^ oam 

dF^ . âF^ j âF^ . âF^ . 

; -r — ùUi -+■ T — ôaj -+- -, — ta^ -f- • • • -h -t — oum = o, 
(7) \ dax ôa^ da^ ' dam 

•• 

dFk^ dFfc^ dFk^ dFk^ 

' -r — ôûti H — T — ôûtj H — 3 — oa3 -4- • • • -H 3; — Ô«,,| ^ o. 
^ oa^ ôa% da^ da^i 

Ces relations, nous les appellerons les relations normales entre 
les dilatations des côtés d^une figure à k lignes surabondantes. Si 
Ar = o, c'est-à-dire si la figure contient in — 3 côtés, et à plus 
forte raison si elle en contient un plus petit nombre, ces rela- 
tions n'existent pas, de sorte que, en général^ une figure ne con- 
tenant pas de lignes surabondantes, c'est-à-dire une figure à 
n sommets contenant au plus a/i — 3 côtés, est librement dila- 
table; tandis qu'une telle figure contenant m= 2n — S-j-A* 
côtés ne peut recevoir que m — k dilatations distinctes. 

Mais il peut arriver qu'une figure ne contienne pas de lignes 
surabondantes, que, par suite, entre les longueurs de ses côtés, il 
n'existe aucune relation permettant de déduire quelques-uns 
d'entre eux de la connaissance des autres, et que néanmoins entre 
les dilatations qu'il est possible de donner à ces côtés il existe des 
relations nécessaires de la forme 

Atj»' 8a, -+- Ai») 8a, -h k^^^ Sa, -+-... -4- k\},^ la^ = o, 

.... . A(,«> 8a, -h A5,»' 8a, -+- Ai*> 8a3 -t- . . . -f- AJ») 8a,n = o, 

\^) 1 . . . 

( A','^' ^Ui -i- Ai'^» 8a, -T- A'3*' 8a3 -+-... -4- A',^) 8a,„ = o, 

où les coefficients A^-^^ sont des fonctions quelconques des lon- 
gueurs ai, a2, a», . . ., a^ des côtés de la figure que l'on consi- 
dère. 

De telles relations, quand elles existent, seront dites anor- 
males. 

Il peut se faire aussi qu'une figure contenant k lignes surabon- 
dantes soit telle qu'il existe entre les dilatations de ses côtés, 
outre les k conditions normales (7), un nombre plus ou moins 
grand ko de conditions anormales (8), de sorte que le nombre 
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total de ces conditions est A: + Ato, ce qui réduit le nombre des 
dilatations distinctes qu'elle peut recevoir à 

m — ( ^ H- A:o ), 

tandis que le nombre normal serait m — k. 

Au lieu qu'aux équations normales (7) il s'en ajoute d'anor- 
males (8), il semble possible, au'contraire, que quelques-unes des 
premières disparaissent. C'est ce qui aurait lieu si les longueurs 
des m côtés de la figure étaient telles qu'elles annulent iflentique- 
ment tous les coefficients de l'une des équations (7), telle, par 
exemple, qu'on eût identiquement 

Comme les m grandeurs ai, ^2, . . . , am satisfont déjà aux k 
équations (6), elles devraient, pour que la circonstance dont il 
s'agit pût se]produire, satisfaire km -{- k conditions. On voit donc 
tout de suite que cela n'aura pas lieu en général; mais nous mon- 
trerons que cela ne peut arriver jamais, de sorte que, si le nombre 
des dilatations distinctes que peut recevoir une figure à m côtés, 
dont k surabondantes, n'a pas sa valeur normale 

m — kj 
il ne peut qu'avoir une valeur moindre. 

§ 3. 

RELATIOI EHTBE LE lOMBRE DES DÉFOBMATIOHS ET DES DILâTATIOIS. - 

Théorème. — A chaque déformation anormale que comporte 
une figure correspond une relation normale nécessaire entre 
les dilatations de ses côtés et réciproquement. 

Considérons d'abord une figure strictement déterminée de forme, 
en sorte que tous les angles de la figure peuvent être exprimés en 
fonction de ses côtés ; soient 
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les longueurs de ces derniers, et 

Wl, COj, COj, ..., OJ^ 

ses angles. 

Entre ces diverses grandeurs il existe donc h relations géomé- 
triques 

(9) /(wi, w,, ..., coA, «1, «1, ..., am)=o, 
que nous écrivons, pour abréger, sous la forme 

(10) /i = o, /î = o, ..., /a = o, 

où les premiers membres sont des fonctions f des angles et des 
côtés de la figure. 

Pour chaque figure donnée, les équations (10) peuvent être 
déterminées par la Géométrie élémentaire. 

Formons une nouvelle figure dont les éléments diffèrent infini- 
ment peu de ceux de la figure donnée. Entre leurs variations, on 
aura les h équations linéaires 

da>| (/u>s au>3 Ota/i oa\ oci/n 






t > 



ôcoi -f- -f— ûcuj -H 3=^— 00)3 -t- . . . -»- -f!^ — 0(0^ = — -f— oai — ... — -T^^— ôa 



(il) < (7a>| dix>i au>3 au>/t oai oa 



mt 



m 
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Concevons que des équations (10) on tire les valeurs des angles 
(Oj en fonction des longueurs des côtés [valeurs, par hypothèse 
finies et déterminées, puisque les équations (10) se rapportent à 
une figure existante] et qu'on les porte dans les équations ci- 
dessus. 

Appelons respectivement 

BJ^) et -Ci^' 
ce que deviennent 

àfi àfi 

otjij ôaj 



(12) 
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par suite de cette substitution. Alors les équations (i i) deviennent 

BV'8u)i-f- BV>Sci>, -t-...-h B^^a^A = CV^Sai h- Ci^^So, H-...-T-C;i 5a,. 
Bi^^Ôoii-t- B',«ï8a>, 4-.. .4- Bj*'8coA = C^i«>8at -r- C^i'^ 8a, -+-...-t-C;^ oa,. 

Bi'^-*' 8a), -+- Bi^-*) 8(a, -+-...-f- B^f*"^' Scoy^ = C^/^-^î 8a, -4- C/'-*^ 8a,-4-...-4- C,*"^- k, 

B^/'J8a>i-h. B{*»8cu, -h.. .4- Bj^8wA = G{/^>8ai -+- Ci,^» 8a, -r-...-^C* w«. 

où les coeflicients sont des fonctions connues des côtés de la 
figure donnée. 

Pour que cette figure admette des déformations anormales, 
c'est-à-dire des déplacements changeant les angles sans changer 
les longueurs des côtés, il faut et il suffit qu'on puisse satisfaire à 
ces équations par des valeurs nulles des Sa,, c'est-à-dire qu'il faut 
et il suffit qu'on puisse satisfaire à ces équations privées de leurs 
seconds membres, soit à 



B7'8(i>, -4- Bi«'8(i>, -!-...-+- BJiî^SwA =o, 
B',«^Sa>, 4- B^,*J8tu, -f-...-t- B!r;^8wA = o. 



(13) 



Bt/*-*' 8w, -h B^^-^î So>, -4-. . .-i- B)i^-*> 8coA = o, 
•••••••••••••••••■•••••■•••••••••••■••«««••« 

Bj 8a>, -i- Bi* 8tu, 4- ... -4- B* 8a>A = o. 

En général, elles n'admettent que la solution 

8(i>i = o, 8a>, = o, ..., 8w/4 = o, 

ce qui nous apprend, comme nous le savions déjà, qu'en général une 
figure comme celle que nous considérons n'admet pas de déforma- 
tion même infiniment petite. Pour qu'il en soit autrement, il faut 
et il suffit que leur déterminant A soit identiquement nul. Or on 
peut en général, prenant au hasard les longueurs de m — i des 
m côtés de la figure, déterminer le m*^"* de façon qu'il en soit 
ainsi. Alors les h équations (i3) se réduisent au plus à A— i. 
Supposons qu'elles se réduisent effectivement k h — i distinctes, 
ce qui a lieu si tous les mineurs de A ne sont pas nuls. Alors les 
rapports des angles Sco/ sont déterminés, de sorte qu'en se donnant 
l'un de ces angles tous les autres sont déterminés, ce qui équi- 
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vaut à faire Thypothèse qu'il existe un seul mode de déformation 
anormale. 

Si nous revenons à présent aux équations complètes (12), en y 
regardant toujours les angles So)/ comme les inconnues, de ce que 
leur déterminant est nul il résulte que ces équations sont incom- 
patibles, à moins que le numérateur de Tune des inconnues soit 
aussi nul, ce qui fournit une condition linéaire et homogène par 
rapport aux Sa/, de la forme 

(14) At 8ai -H Aj 8aj -4-. . .-^ A|» Sa/rt = o. 

Ainsi, s'il existe un mode de déformation anormale, les équa- 
tions (12) ne sont compatibles que si les dilatations données aux 
côtés de la figure satisfont à la condition (1 4), et, comme les équa- 
tions (12) doivent être satisfaites par toute figure infiniment voi- 
sine de la proposée, il doit en être de même de celle (i4) qui en 
est une conséquence. Cette équation montre donc que la figure 
proposée, quoique ne renfermant pas de lignes surabondantes, 
n'est pas librement dilatable; cette équation représente une rela- 
tion anormale entre les dilatations des côtés de la figure. 

Prenons à présent le cas général où les équations (i3), au lieu 
de se réduire k h — 1 , se réduisent à h — A"o, c'est-à-dire où la fi- 
gure proposée comporte k^ déformations anormales distinctes. Il 
est facile d'exprimer les relations qui doivent exister, pour cela, 
entre les coefficients BJ-'^ c'est-à-dire entre les longueurs des 
côtés de la figure donnée, et de choisir ces longueurs en consé- 
quence quand les conditions obtenues sont compatibles. Le moyen 
le plus simple de les écrire résulte de la théorie si nette et si pré- 
cise des équations du premier degré donnée par M. Rouché au 
Journal de V Ecole Polytechnique y et il ressort de cette théorie 
que si les équations (i3) sont réductibles kh — k^^ celles (12) se 
décomposent en deux groupes, à savoir : 

L'un de Ato équations ne renfermant plus aucune des inconnues 
8u)|-, exprimant, par conséquent, les conditions de compatibilité 
du système entier; le second de A — ^o équations permettant tou- 
jours, si les Ato premières sont satisfaites, d'exprimer h — k^ 
des h inconnues en fonction des k^ autres et des seconds membres 
des équations, sous forme finie et déterminée. 

Ici les A'o équations de condition sont des équations linéaires et 



/ 
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homogènes entre les dilatations des côtés, c'est-à-dire qu'elles re- 
présentent des conditions anormales auxquelles sont assujetties ces 
dilatations, quoiqu'il n'existe aucune condition de ce genre entre 
les côtés de la figure proposée. 

Je dis que, réciproquement, si entre les dilatations des côtés 
d'une figure il existe ko conditions anormales, elle pourra rece- 
voir ko déformations anormales. 

En eiTet, les équations (12) représentent les relations les plus 
générales possibles auxquelles doivent satisfaire les variations des 
éléments (angles et côtés) de la figure. 

Donc les ko conditions anormales qu'on suppose exister entre 
les dilatations des côtés seuls sont des conséquences des équa- 
tions (12). 

Celles-ci- peuvent donc se décomposer en deux groupes : l'un 
formé par ces A'o équations qui ne renferment aucun angle, qui 
sont linéaires et homogènes par rapport aux Sa/; l'autre formé 
par h — A'o relations entre les Sco,- et les Bai. Donc les équations 
(i3), qui se déduisent des précédentes en annulant les 8ûF|, se ré- 
duisent en tout k h — ko équations linéaires et homogènes entre 
les h angles So)/. Par suite, on pourra y satisfaire d'une k^^^ infi- 
nité de manières, c'est-à-dire qu'il existe ko modes de déforma- 
tions anormales de la figure. 

Si la figure contenait k lignes surabondantes, on pourrait ex- 
primer les h angles (o/ de la figure en fonction de m — A* de ses 
côtés par h équations de la forme (10) et répéter sur ces équations 
tous les raisonnements qui précèdent. 

Supposons, au contraire, que la figure renferme k lignes de 
moins que le nombre nécessaire pour la définir de forme. Alors, 
tous les angles de la figure supposés toujours au nombre de h 
ne sont plus déterminés quand les longueurs des côtés sont 
données; sur ces h angles, il y en a A: qui restent arbitraires, de 
sorte que, au lieu d'avoir h équations (10) entre les h angles co,- et les 
m côtés ai de la figure, on n'en a plus que h — k. Il faut donc 
supposer les équations (12) et (i3) réduites aux h — k premières. 

Celles (i3) pourront toujours être satisfaites de k manières, ce 
qui fournit les k modes de déformations normales (§ 2) de la 
figure. 

Pour qu'il existe, en outre, ko déformations anormales, il fant 
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et il suffit que ces h — k équations se réduisent à A — k — /:©. Si 
cela a lieu, il résulte de la théorie des équations du premier degré 
et, plus nettement, de celle déjà mentionnée due à M. Rouché 
que les h — /: équations (12) se décomposent en deux groupes, 
dont l'un formé de ko équations ne renfermant plus aucun des 
angles 8(u/ et qui, par suite, représentent les conditions anormales 
auxquelles sont assujetties les dilatations des côtés de la figure 
donnée (quoique ici la figure non seulement ne renferme pas de 
lignes surabondantes, mais ne soit même pas de forme déterminée), 
et, réciproquement, si ko pareilles conditions existent, cela veut 
dire que le groupe (12) peut être remplacé par les équations 
qui les représentent et par k — k — ko autres renfermant seules 
les angles Scu/, d'où résulte que les équations (12) se réduisent 
à ces dernières privées de leurs seconds membres et comportent, 
par suite, k-\- ko solutions distinctes, soit ko solutions répondant 
à des déformations anormales en sus de celles répondant aux k 
déformations normales. 

Théorème II. — Le nombre des déformations tant normales 
qu'anormales d'une figure à n sommets, plus le nombre de ses 
dilatations distinctes (eu égard aux conditions tant normales 
qu'anormales existant entre leurs grandeurs) est toujours, 
sans exception, égal à 2/1 — 3. 

La proposition est évidente dans le cas général où il n'y a ni dé- 
formations anormales, ni conditions anormales entre les dilata- 
tions. 

Supposons, en effet, que la figure contienne k lignes surabon- 
dantes, en sorte que le nombre de ses côtés est 

m, — in — Z -T- k. 

La figure ne peut recevoir aucune déformation normale et elle 
peut recevoir /w — k dilatations normales, soit comme total des 
déformations et dilatations 

m — k = in — 3. 

Cela est vrai, en particulier, si A: = o, c'est-à-dire si la figure 
est strictement définie de forme. 
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Supposons à présent 

m = in — i — k. 

m 

Alors la figure peut recevoir k déformations normales et m dila- 
tations normales, soit un total de déformations et dilatations re- 
présenté par 

/n-+- A" = 2/1 — 3. 

Or la proposition subsiste s'il y a des déformations anormales 
ou des relations anormales entre les dilatations des côtés. 

En effet, en vertu du théorème I, à chaque déformation anor- 
male répond une condition nécessaire imposée aux dilatations des 
côtés de la figure et vice versa, c'est-à-dire qu'à chaque déforma- 
tion anormale ou existant en plus de celles que comporterait nor- 
malement le nombre des côtés d'une figure répond une dilata- 
tion de moins que le nombre de celles normalement possibles, et 
vice versa. Donc le total du nombre des déformations et du 
nombre des dilatations distinctes d'une figure n'est pas modifié 
par les circonstances anormales qu'elle peut présenter. 

On peut aussi établir la proposition directement et très simple- 
ment. Supposons, pour un instant, que le nombre total des défor- 
mations distinctes tant normales qu'anormales, plus le nombre 
des dilatations distinctes (eu égard aux relations anormales qui 
peuvent exister entre elles) d'une figure à n sommets puisse 
être différent de 2« — 3 et représentons-le par 

2/1 — 3 -h*, 

s étant un nombre positif ou négatif. 

Les déplacements distincts, qu'il est possible de donner à la 
figure se composent : 

i^ De ceux qui altèrent les angles de la figure sans altérer ses 
côtés, c'est-à-dire de ses déformations normales et anormales; 

2^ De ceux qui modifient à la fois les angles et les côtés, c'est- 
à-dire des dilatations ; 

3^ De ceux, au contraire, qui n'altèrent ni les uns, ni les autres, 
c'est-à-dire qui laissent la figure invariable. 

Ces derniers sont au nombre de trois; les premiers et les se- 
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conds étant, par hypothèse, au nombre de 2/1 — 3 -f-5, le total 

est 

2/1 -h s. 

Mais un point dans un plan ne peut recevoir que deux déplace- 
ments distincts; les n points d'articulation peuvent donc recevoir 

en tout 

2/1 

déplacements distincts, ni plus, ni moins; il faut donc que ^ = o, 
ce qu'il fallait démontrer. 

Corollaire. — Le nombre des dilatations distinctes d'une 
^figure à m côtés, dont k surabondants^ ne peut être supérieur 
à m — k. 

En efiet, si n est le nombre des sommets d'une telle figure, 

on a 

/n = 2/i — 3-^ A:, 
d'où 

m — k = in ~Z. 

Et, comme le nombre des dilatations distinctes, plus celui des 
déformations d'une figure quelconque, est égal à 2/1 — 3, celui des 
dilatations est au plus égal à 2/1 — 3 ou, dans le cas actuel, à 
m — k. 

Théorème III. — Les conditions normales existant entre les 
dilatations des côtés d'une figure à k lignes surabondantes 
sont toujours au nombre de k. 

Entre les côtés d'une telle figure, il existe (§ 2) k équations 
qui, difTérentiées par la caractéristique 8, fournissent entre les di- 
latations des côtés les k équations (7) que nous avons appelées 
les conditions normales auxquelles sont assujetties les dilata- 
tions. Il s'agit de montrer que ces k équations sont toujours dis- 
tinctes, qu'elles ne peuvent, en aucun cas, se réduire à un nombre 
moindre. 

En effet, supposons qu'elles se réduisent à 
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Il faudra alors que les k^ conditions normales manquantes 
soient remplacées par des conditions anormales, autrement, la 
figure supposée à m côtés admettrait 

m — {k — A:o) = m — k -{- k^ 

dilatations distinctes, ce qui est impossible en vertu du dernier 
corollaire. 

Mais, d'autre part, s'il existait k^ relations anormales entre les 
dilatations de la figure considérée, elle admettrait (th. I) k^ dé- 
formations anormales. 

On pourrait donc lui imprimer : 

1** Ces ÂTo derniers mouvements; 

2^ /n — k dilatations (puisque entre celles-ci il n'existe que 
k conditions, dont k — k^ normales et k anormales). 

Cela ferait donc comme total des déformations et dilatations 

¥n — k -T- A"©» 
soit à cause de 

m = 'in — 3 -+- X:, in — 3 H- A-o, 
ce qui est impossible en vertu du théorème II. 



B. - CONDITIONS NORMALES ET ANORMALES D'ÉQUILIBRE 

DES SYSTÈMES ARTICULÉS. 



§4- 

Théorème. — Pour qu!un système articulé formé de corp^ 
solides soit en équilibre, il faut et il suffit: i® que les forces 
qui le sollicitent satisfassent aux conditions d'équilibre des 
systèmes invariables ; 2,^ que la somme de leurs travaux virtuels 
soit nulle pour toutes les déformations infiniment petites. 
tant normales qu'anormales du système. 

En effet, il faut évidemment et il suffit, pour l'équilibre du sys- 
tème, que la somme des travaux virtuels des forces qui le solli- 
citent soit nulle pour tous les déplacements compatibles avec les 
liaisons, c'est-à-dire pour tous les déplacements laissant inaltérées 
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les longueurs des côtés de la figure géométrique formée par les 
axes des barres. Or ces déplacements sont : 

1** Ceux de simple translation ou de simple rotation dans lesquels 
le système tout entier se déplace comme s^il était invariable. On 
obtient ainsi les conditions d*équi libre des systèmes invariables 
ou conditions communes à tous les systèmes matériels libres ; 

a^ Les déformations virtuelles normales du système; 

3'^ Les déformations anormales quand il en comporte. 

Les conditions résultant de ces derniers mouvements, nous les 
appellerons les conditions anormales d'équilibre, réservant la 
qualification de normales aux conditions fournies par les mouve- 
ments 1** et a**. 

Corollaire. — Pour qu'un système articulé de forme invariable 
(c'est-à-dire comprenant au moins 2/î — 3 côtés, s*il est à n som- 
mets), soit en équilibre, il faut et il suffit, sHl ne comporte au^ 
cune déformation anormale, que les forces qui le sollicitent 
satisfassent aux conditions d'équilibre des systèmes invariables; 
mais, s'il comporte un certain nombre de déformations anormales, 
ces forces devront satisfaire en outre à un pareil nombre de con- 
ditions anormales. 

Ce résultat peut sembler contradictoire avec les premiers fon- 
dements de la Statique. Un système articulé de forme invariable 
et dont nous supposons les barres parfaitement rigides constituant, 
en effet, un système invariable dans l'acception ordinaire du mot, 
il semblerait que toujours il doit être en équilibre, si les forces 
qui le sollicitent satisfont aux conditions d'équilibre des systèmes 
invariables ; ^'mais nous verrons que cela n'est vrai que si l'on 
attribue aux barres du système la faculté de résister à des tensions 
infinies. 

§ S. 

Gommon pour ans la sTATiaus puisse DÉTEBimiEa les tersiois 

D'UH STSTiME DE BABBES. — Théorème L — Pour que la Statique 
puisse déterminer les tensions d'un système de barres libre, 
il faut et il suf/it, sans exception : 

IV. ai 
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I® Que, s'il est à n sommets ou points d'articulation, il con- 
tienne au plus 2/1 — 3 barres; 

2** Qu^il ne comporte aucune équation anormale d'équilibre 
ou (ce qui revient au même) aucune déformation normale. 

En eOet, nous avons vu (Note ci-dessus, th. I) que^ pour que la 
Statique fournisse les tensions d^un système de barres, il faut el 
il suffit, sans exception, qu'il soit librement dilatable. Or ilnW 
jamais librement dilatable si, ayant n sommets, il comporte plus 
de 2/1 — 3 côtés, parce qu'alors il existe entre ses dilatations des 
relations normales qui ne peuvent jamais (§4) être identiques. 

Il est donc nécessaire qu'il renferme au plus 2 /i — 3 côtés. 

Il est nécessaire aussi, pour qu'il soit librement dilatable, qu'il 
ne comporte aucune équation anormale d'équilibre; car chaque 
équation anormale d'équilibre répond à une déformation virtuelle 
anormale et à chaque pareille déformation répond (§3) une re- 
lation anormale eixtre les dilatations. 

Les conditions indiquées sont donc toutes nécessaires. D'ail- 
leurs, si elles sont remplies, le système est librement dilatable; il 
ne comporte ni relations normales entre les dilatations de ses côtés, 
puisqu'il n'a pas de lignes surabondantes, ni relations anormales, 
puisqu'il n'a pas de déformation anormale (th. I). 

Théorème II. — Si un système n'est pas librement dilatable 
et siy entre les dilatations de ses côtés^ il existe : 

1** k relations normales, k étant nul, s' il n'y a pas de lignes 
surabondantes ; 

2° k^ relations anormales, 

La Statique fournit k -\- k^ équations de moins que le nombre 
nécessaire pour déterminer les tensions de toutes les barres. 

En effet, les seules relations où entrent les tensions des barres 
que peut fournir l'application du principe des vitesses virtuelles 
sont celles qui proviennent de dilatations virtuelles données au\ 
barres. Si donc, entre les dilatations des m barres d'une figure, il 
existe k -f- A'o relations, de façon que la figure ne puisse recevoir 
que m — k -^ k^ dilatations distinctes, la Statique ne pourra four- 
nir que m — k — k^ équations entre les tensions. 
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§6. 

nftUBSS 101 LIBBE8. — Les mêmes principes s'appliquent aux 
figures non libres, en se bornant alors aux déplacements virtuels 
compatibles avec les sujétions des points d^articulation. 

Théorème JII. — i** Si le nombre des sujétions est inférieur 
ou égal ai, on détermine directement les réactions des appuis 
et l'on rentre dans le cas des figures libres, 

2? Si le nombre des sujétions d' une figure à n sommets et m 
côtés est égal à t + 3, pour que la Statique puisse fournir les 
tensions des côtés et les réactions des appuis, il Jaut et il 
suffit : 

a. Que m ^ 2 /i — 3 — i\ 

b. Que la figure ne comporte aucune équation anormale 
d'équilibre ou aucune déformation anormale compatible avec 
les sujétions des points d'articulation; 

c. Si la figure comporte 2/1 — 3 — i -\- k côtés et Aq con- 
ditions anormales d^ équilibre, la Statique fournit k-^k^ 
équations de moins que le nombre nécessaire pour définir les 
tensions et les réactions des appuis. 



§7. 

MÉTHODE fiilÉBALE POUR BECOllAITRE S'D. EXISTE DES G0HDITI018 
AIOBIIALES D'ÉftUILIBBE. — Soient m le nombre des barres et /i le 
nombre des points d'articulation d'un système de barres libre. 

Pour qu'il soit en équilibre, il faut d'abord que les forces 
qui le sollicitent satisfassent aux trois conditions d'équilibre des 
systèmes invariables. Supposons que cela ait lieu. Écrivons que 
chaque point d'articulation est en équilibre sous Tinfluence des 
forces données qui lui sont directement appliquées et des tensions 
inconnues des barres qui en sont issues. On aura ainsi 2/2 
équations linéaires se réduisant à 2/t — 3 en vertu des conditions 
d'équilibre. 



3'14 APPENDICE A LA NOTE I. 

Ceci posé^ îl y SL Irois cas à considérer : 

i°m=2/i — 3. — On a autant d'équations que d'inconnues. Si 
le déterminant de ces équations est différent de zéro, elles four- 
niront pour les tensions, des valeurs finies et déterminées. Il ny 
aura aucune condition anormale d'équilibre. 

Si, au contraire, le déterminant est nul, il est certain que les 
équations proposées seront décomposables en deux groupes : Ton 
d'un certain nombre k^^ d'équations ne renfermant pas les in- 
connues; l'autre de in — 3 — k^ équations les comprenant. La mé- 
thode de M. Rouché invoquée plus haut permet, dans tous les cas, 
de former ces deux groupes d'équations. Celles du premier 
donnent les conditions anormales d'équilibre. Si elles ne sooi 
pas satisfaites d'elles-mêmes, les équations considérées sont 
incompatibles; elles fournissent pour les tensions des valeurs 
infinies. L'équilibre ne peut pas avoir lieu. Si, au contraire, elles 
le sont, celles du second groupe permettront toujours d'exprimer 
2/1 — 3 — k^ tensions inconnues sous forme finie et déterminée 
en fonction de k^ autres qui restent indéterminées. L'équilibre a 
lieu, mais la Statique fournit /tq équations de trop peu pour dé- 
terminer les tensions. 

a** m <C 2/1 — 3. — Soit /n=2/i — 3 — k. En ce cas, le système 
se décompose normalement en deux groupes : l'un de k équations 
ne contenant pas les tensions inconnues et qui sont les k con- 
ditions normales d'équilibre auxquelles les forces données doivent 
satisfaire en outre des trois conditions communes à tous les 
systèmes libres. 

Les 2/1 — 3 — k =^m équations restantes fournissent les ten- 
sions inconnues. Mais il peut arriver que le premier groupe com- 
prenne un nombre A: -f- A*o > A: d'équations et le second seulement 
un nombre 2/i — 3 — k — ko=m — ko, La méthode de M. Rouché 
fournira, dans tous les cas, les équations des deux groupes. Celles 
du premier devront toujours être satisfaites d'elles-mêmes et 
comprendront les k conditions normales et les ko conditions anor- 
males d'équilibre. 

Si elles ne le sont pas, les tensions sont infinies, c'est-à-dire 
que l'équilibre ne peut pas avoir lieu, même si les k conditions 
normales étaient satisfaites. 
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Si elles le sont, les m — Xto équations restantes fournissent tou- 
jours sous forme finie et déterminée m — k^^ des m tensions in- 
connues en fonction des k^ autres qui restent indéterminées. 

3** m >• an — 3. — Soilm= an — 3 -H A:. En ce cas, il n'y a pas 
d'autre condition normale d'équilibre que les conditions relatives 
aux systèmes invariables. Les an — 3=/w — k équations expri- 
mant l'équilibre de chaque point d'articulation permettent, en 
général, d'exprimer sous forme finie et déterminée autant de ten- 
sions en fonction des k autres qui restent nécessairement indé- 
terminées. 

Cela a lieu si ce que M. Rouché appelle le déterminant caracté- 
ristique est d'ordre m — k. Dans le cas contraire, le système est 
décomposable en deux groupes, l'un de Ao équations ne ren- 
fermant pas les inconnues et qui sont les conditions anormales 
d'équilibre devant être satisfaites d'elles-mêmes, faute de quoi les 
tensions sont infinies. 

Si ces conditions sont satisfaites, on pourra exprimer m — /' — k^ 
tensions sous forme finie et déterminée en fonction des k + A'o 
autres restant arbitraires. 

§ 8. 

BELATIOIS rOUBIIES PAR LA STATiaUE EITBE LES TENSIOIS GALO- 
BinftUES. — Tl peut arriver que les barres d'un système articulé 
supportent des tensions alors même qu'aucune force extérieure 
n'agit sur lui, par exemple, parce que ces barres sont inégalement 
échauffées. 

Appelons, pour abréger, tensions calorifiques les tensions, 
quelle qu'en soit la cause, pouvant ainsi exister en dehors de 
l'action des forces extérieures. 

Entre ces tensions doivent toujours exister les relations fournies 
par la Statique, c'est-à-dire que chaque sommet doit, dans ce cas, 
être en équilibre sous l'influence des seules tensions des barres 
qui en sont issues. 

Les relations ainsi obtenues sont linéaires et homogènes par 
rapport aux tensions. Ce sont les mêmes que celles qu'on obtient 
lorsqu'il s'agit de forces extérieures, mais privées des termes re- 
latifs à ces forces. 
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Toutes les fois que la Statique fournit les tensions d'un système 
de barres, cela veut dire que les relations entre les tensions sont 
en nombre égal à celles-ci et ont un déterminant différent de zéro. 

Dans le cas actuel, on a, entre les m tensions inconnues /i, m 
équations linéaires et homogènes dont le déterminant est différent 
de zéro. 

Elles n'admettent donc comme solution que des valeurs nulles 
il =r o pour toutes les inconnues. 

Si, au contraire, la Statique fournit At+Ato équations de trop 
peu, alors entre les m tensions on a m — k — k^ équations 
homogènes admettant une (At + Ato)"^^^ infinité de solutions. Si 
/r = o, Ato = ï ou Ato = o, Ar = 1 , on a m — i équations homogènes 
entre les m tensions inconnues. Si les déterminants mineurs ne 
sont pas tous nuls, les rapports des tensions à l'une d'entre elles 
sont déterminées. Une seule tension est arbitraire. Si on se la 
donne, toutes les autres s'ensuivent. 

En résumé : 

Théorème. — Les systèmes dont les tensions sont détermi- 
nables par la Statique ne peuvent pas subir de tensions calo- 
rifiques; tous les autres peuvent en subir, 

La discussion du paragraphe précédent s'applique d'ailleurs de 
tous points aux tensions calorifiques; car la décomposition des 
équations en deux groupes se reconnaît par l'étude des détermi- 
nants qui sont indépendants des seconds membres des équations, 
c'est-à-dire des forces agissantes, de sorte que tous les résultats 
obtenus subsistent pour des équations homogènes ou des tensions 
dues à des causes autres que des forces. 

§ 9. 

BÉSUMÉ DES GAEiGTÈBES DES STSTÉMES DORT LA STAnaUB HE FOUBIIT 
PAS LES TENSIONS. — On peut affirmer que la Statique ne peut pas 
fournir les tensions d'un système articulé : 

1° S'il présente des lignes surabondantes, ce qu'on reconnaît 
en comptant le nombre n de ses sommets et le nombre m de ses 
barres et vérifiant : (a) s'il est libre ou assujetti à moins de trois 
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conditions, si m >> a« — 3 ; (b) s'il est soumis à t -|- 3 conditions, 
si /n > 2/1 — 3 — i. C'est le cas général ; 

2^ Si le système admet des équations anormales d'équilibre, ce 
qu'on reconnaît par la méthode du § 7 ; 

3** Si le système est susceptible d'être tendu sans que des forces 
extérieures agissent sur lui, ce qu'on reconnaît aussi (§8) par la 
méthode du § 7 ; 

4^ Si le système admet des déformations anormales, ce qu'on 
reconnaît par la méthode du § 3. 

§ 10. 

EXEMPLES DE STST£ME8 PBÉSEnAHT DES GOHDITIONS AROBIULES D'ÉttUI- 
UBBE. — Nous avons déjà indiqué dans la note des pages i52 et 
i53 du tome I {^/ig- 21) un système à /i = 6 sommets et 2/1 — 3=9 
côtés, susceptible d'une déformation anormale. Il en résulte, en 
vertu de la théorie qui vient d'être exposée, que les forces appli- 
quées en ses six sommets Â, B, G; a, 6, c doivent aussi présenter 
une condition anormale d'équilibre, outre les conditions d'équi- 
libre des systèmes invariables. Cette condition est facile à trouver. 
Si l'on coupe les trois barres A a, B6, Ce, la partie de la figure 
placée d'un côté de la section doit être en équilibre sous l'influence 
des forces qui la sollicitent et des tensions des barres composées. 
Mais^ comme ces tensions sont concourantes en S, il faut que la 
résultante des trois forces données agissant en a, 6, c passe en ce 
point. 

Il doit en être de même de la résultante de celles agissant en A, 
B, C. Mais cette seconde condition est évidemment remplie d'elle- 
même si la première l'est en vertu des conditions normales d'équi- 
libre de l'ensemble des forces. 

On peut affîrmer aussi que le système dont il s'agit serait 
tendu si ses barres étaient portées à des températures différentes, 
quoiqu'il ne renferme pas de lignes surabondantes. Cette remarque 
avait déjà été faite par Crofton dans les Proceedings of royal So- 
ciety de 1872. 

Crofton a, dans le même article, fait observer qu'une autre 
figure aussi à /i == 6 sommets et 2n — 3 = 9 côtés formés par un 
hexagone inscriptible dans une conique et ses trois diagonales est 



328 APPENDICE A LA NOTE I. 

susceptible d'être tendue sans que des forces agissent en ses 
sommets ; d'où nous pouvons conclure qu'une telle figure admet 
aussi une déformation anormale, une condition anormale d'équi- 
libre et qu'enfin la Statique fournit une équation de moins que le 
nombre voulu pour la détermination des tensions qu'elle prend 
sous l'influence des forces données. 

On peut généraliser la proposition sous la forme suivante : Un 
système articulé formé par un polygone d'un nombre pair 
in de côtés et des n diagonales qui joignent les sommets opposés 
n'est pas librement dilatable et peut, par suite, être tendu sans 
que des forces extérieures agissent sur lui, pourvu que les 
n points de concours des côtés opposés soient en ligne droite. 

Cela est d'autant plus remarquable que, le nombre m des côtés 

étant 

m — 3n = '2X'in — 3 — (n — 3), 

la figure n'est même pas définie de forme pour n > 3, c'est-à-dire 
lorsque le polygone renferme plus de six côtés. Il peut jouer dans 
ses articulations et, malgré cela, il n'est pas librement dilatable. 
Pour le démontrer, prenons, pour fixer les idées (fig. A, 
PL JlLIV)^ un octogone ABCDEFGH composé des côtés 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 

dont les côtés opposés concourent aux points (l.S), (2.6), (3.7), 
(4.8) supposés en ligne droite et les diagonales AE, BF, CG, DH 
joignant les sommets opposés que nous appelons 

9, 10, 11, 12. 

Aux deux extrémités A et B du côté AB ou 1, appliquons deux 
forces égales et opposées t^ et t\ ; de même, aux deux extrémités B 
et G, deux forces ^2? ift et ainsi de suite pour les douze côtés du 
système. Pour que ces forces puissent représenter des tensions, il 
faut que chaque sommet A, B, G, D, E, F, G, H soit séparément 
en équilibre sous l'influence des trois forces qui y sont appliquées. 
11 s'agit de savoir si et comment on peut déterminer les forces f|, 
hj tij ^4, . . ., /|2 de façon qu'il en soit ainsi. 

Goupons les quatre barres diagonales près de leurs extrémités et 
appliquons en ces points leurs tensions fj, t\] ^o, t\^\ f,,, /',,; 

/|2, t^^m 
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Le polygone ABCDEFGH est alors un simple polygone articulé 
fermé, en équilibre sous Tac tien de ces huit forces. Soit (^fig» a^ 
PL JTLIV) 9, 10, II, 12-, 9', 10', If-, 12' le polygone de ces 
forces. 

Ce polygone se ferme de lui-même. 

Soient a Torigine du côté 9 et 6 Textrémité du côté 12. 

Pour Féquilibre, il faut et il suffit (§ 78) que le polygone 
ABCDEFGHA coïncide avec l'un des polygones funiculaires des 
forces considérées. Soit O le pôle de ce polygone, en sorte que 
les rayons 1, 2, 3, ..., issus de O, représentent les tensions des 
côtés du polygone. 

Le polygone des forces a évidemment un centre G situé au 
milieu de ab. Soit O' le symétrique du pôle O relativement à ce 
centre; il est clair que les rayons issus de O' et allant aux extré- 
mités et aux sommets du demi-polygone des forces formé par les 
côtés 9, 10, II, 12 sont respectivement égaux et parallèles à ceux 
issus de O et allant aux sommets opposés. 

De là, on conclut que le demi-polygone AHGFE peut aussi être 
regardé comme polygone funiculaire de pôle O' des forces 9, 10, 
II, 12. Ainsi, les deux moitiés ABCDE et EFGHA du polygone 
donné sont deux polygones funiculaires de pôles O et O' d'un 
même système de forces 9, 10, 1 1 , 12 appliquées suivant les lignes 
d'action AE, BF, CG, DH. 

Donc leurs côtés correspondants AB et EF, BC et FG, etc., 
qui ne sont autres que les côtés opposés du polygone donné, ont 
leurs points de concours sur une droite parallèle à la ligne des 
pôles 00' (§ 43). 

Ainsi, cette condition est nécessaire pour que le système puisse 
être en équilibre sous l'influence des tensions agissant suivant ses 
côtés. 

Je dis qu'elle est suffisante. 

En efiet, supposons-la remplie. Par un pôle O menons les 
rayons 8, 1, 2, 3, 4 parallèles aux côtés donnés 8, 1, 2, 3, 4 et, 
d'un point quelconque a pris sur 8, menons les lignes 9, 10, 11, 
12 parallèles aux diagonales 9, 10, 11, 12. Soit b l'extrémité du 
contour obtenu. 

Si, par un point O' symétrique du milieu de ab, on mène les 
vecteurs aux sommets du polygone formé par les côtés 9, 10, 11, 
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12, par cela même que les côtés opposés du polygone doané ont 
leurs points de concours en ligne droite, le demi -polygone 
EFGHA sera un polygone funiculaire relatif au pôle O' des forces 
dont le demi-polygone ABCDE est polygone funiculaire relatif au 
pôle O et, par suite, si Ton construit les côtés 9', 10', 11', 12' 
égaux et parallèles à 9, 10, 11, iq, il est polygone funiculaire re- 
latif au pôle O de ces nouvelles forces. Ainsi, le polygone fermé 
ABGDEFGHA est polygone funiculaire relatif au pôle O des forces 
représentées par 

9, 10, II, 12; 9', 10', II', 12'. 

appliquées en ses sommets 

A, B, C, D, E, F, G, H. 

Donc, si, suivant les côtés du polygone, on applique des tensions 
représentées par les rayons polaires i, 2, 3, 4? 5, 6, 7, 8 et, sui- 
vant les diagonales, des tensions représentées parles côtés, chaque 
sommet sera séparément en équilibre. 

Ces forces constituent donc un système de tensions statique- 
ment possible, quoique aucune force extérieure n^agissesur le sys- 
tème. 

Une seule de ces forces est arbitraire et varie avec le point a 
arbitrairement choisi sur la ligne 8. Toutes les autres sont alors 
déterminées, de sorte que la Statique définit ici les rapports des 
tensions à Tune d^entre elles, ce qui montre que, si ces forces 
agissent sur le système, elles devront satisfaire kn — 3 conditions 
normales d'équilibre, in étant le nombre des côtés du polygone, 
en sus des trois relatives aux systèmes invariables, plus une seule 
condition anormale d'équilibre, et aussi qu'entre les dilatations des 
côtés du système il existe une relation et une seule. 

Antres exemples. — i^ Supposons que deux sommets H et G se 
rapprochent indéfiniment, les résultats précédents resteront appli- 
cables. On aura ainsi des systèmes formés par un polygone d'un 
nombre impair in — i de côtés; 

6. n diagonales dont deux issues d'un même sommet et allant 
aux deux extrémités du côté opposé à ce sommet et les autres joi- 
gnant les sommets opposés des deux portions de polygones subsis- 
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tant si l'on fait abstraction du sommet et du côté qu'on vient de 
considérer. 

Pourvu que les n — i points d'intersection des côtés opposés 
obtenus en considérant ces deux portions de polygones soient en 
ligne droite, le système n'est pas librement dilatable. 

2^ Considérons de nouveau un polygone d'un nombre pair de 
côtés ABCDEFGHA {Jig. A. PL JCLIV). Menons une diagonale 
AE joignant deux sommets opposés, puis les diagonales BH, CG, 
DF obtenues en joignant .les deux premiers sommets des deux 
demi-polygones ABE, AHE qu'on rencontre en les parcourant de 
A vers E, puis les deux seconds sommets rencontrés et ainsi de 
suite. 

Pourvu que les deux côtés BG et HG, pris avec CD et GF, etc., 
se coupent sur la droite AE, le système n'est pas librement dila- 
table. (Même démonstration que ci-dessus). 

3^ On déduit de là une proposition pareille pour le cas où le 
polygone a un nombre impair de côtés, en supposant que l'un 
des côtés décroisse indéfiniment. 



§ 11. 
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S8 DES TENSIONS LORSaU'B. EXISTE DES CONDITIONS ANORMALES 
B'ÉftUILIBBS. — Par les méthodes qui précèdent, on sait quand 
un système comporte des conditions anormales d'équilibre et Ton 
sait les trouver. 

Considérons, en général, un système à k lignes surabondantes 
(A* étant nul pour les systèmes renfermant strictement ou ne ren- 
fermant pas le nombre de lignes nécessaires pour les définir). 

Admettons qu'on sache que le système comporte k^ conditions 
d'équilibre anormales. 

Puisqu'il renferme k lignes surabondantes , il existe entre les 
dilatations de ses côtés k équations normales de la forme 

(.4) _Sa,4- — oa,-f-...4-5^oa;„ = o, 

et que nous savons trouver, et puisqu'il comporte Atq équations 
anormales d'équilibre, il existe aussi entre ses dilatations k^ rela- 
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lions anormales de la forme 

(i5) Al $«1 -h Ai 8aj-|-. . .-f- A;» 5a/ii = o, 

qu'on sait aussi trouver (§3). 

Par suite, entre les allongements élastiques a/ des côtés, on a 
les mêmes équations au nombre de /r -h A'o 

[ r)F dF dF 

1 -^ 3ti H- -r 9C« -^ . . . H r OLffi — O, 

(i6) < àai dat da„, 

\ Al ai -h Ajttj -f-...-H ^m^m =0. 

Prenons le cas plus général où ces allongements proviennent en 
partie de forces, en partie de la chaleur. 

Soient 8/ le coefficient de dilatation par la chaleur de la barre ai 
et T/ sa température, de sorte que son allongement calorifique est 
ùiai'Zi, Réservons la lettre a/ pour la partie de cet allongement 
provenant des forces élastiques, de sorte que rallongement total 

est 

a/ -h O/T/a/, 

et les équations précédentes deviennent 

^(a,-+-OiTia,)-l-...-h ^^(*/M ^^m'^mam) = o, 
Ai(ai-!-0itiai)4-...-r- Kmi^tn -t- ^m'^m^m) = O. 

D'ailleurs, si ti est la tension d*une barre, on a 



Donc 



' E/ S/ 



dY / tx ^ \ ôF / tm ^ \ 

Aiaïf g-|- -f- OiTj JH h Kmi g-^ r- 8//t'î//ij«/n = 0. 

Telles sont les A' + A'o équations qui, jointes à celles, au nombre 
de m — k — Ao, données par la Statique, fourniront toujours des 
valeurs finies et déterminées pour les tensions des barres. 

S'il n'y a pas de forces et que les tensions soient purement calo- 
rifiques, les m — A — A'o équations de la Statique sont homogènes 
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par rapport aux inconnues ; les k -{- ko dernières équations ne su- 
bissent aucun changement. 

Les tensions cherchées seront des fonctions linéaires et homo- 
gènes des températures t/ et sont, par suite, nulles si toutes les 
températures t/ sont elles-mêmes nulles, c'est-à-dire si toutes 
les barres sont à la température de pose de la charpente, laquelle, 
dans toutes nos équations, est prise pour zéro de Téchelle thermo- 
métrique (*). 



(*) Les systèmes qui foot Tobjet de cette Note sont, comme il est aisé de le 
comprendre, intimement liés à ceux qui servent à décrire mécaniquement des 
arcs de cercle, comme les systèmes Peaucellier, Hart, etc. 
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NOTE IL 

SUR LE PROBLÈME DU CONVOI PASSANT SUR UNE POUTRE 

A DEUX APPUIS. 

J'ai montré dans la P* Partie de cet Ouvrage (§ SâO, 221) com- 
menty en partant du théorème de M. le capitaine Ventre (§ 219), 
on peut construire le moment de flexion maximum produit par 
un convoi dans une section donnée d'une poutre à deux appuis 
simples, supportant en même temps une charge permanente de q^ 
par mètre. 11 suflit de construire la parabole ASB {Jig- A, 
PL XXllI) représentant le moment de flexion dû à la demi- 
charge permanente plus le poids total du convoi supposé unifor- 
mément réparti sur la poutre. Le moment cherché dans chaque 
section est proportionnel à la portion d^ ordonnée comprise entre 
cette courbe et un certain polygone. 

Relativement à la construction de ce polygone, M. Eddy m'a 
communiqué un théorème nouveau qui complète d'une façon très 
élégante la méthode déduite du théorème de M. Ventre. 

L'un quelconque de ses côtés a pour ordonnée mi 

Y-ig et ^id étant respectivement les sommes, en valeur absolue, des 
moments relativement à l'essieu n^ i des forces qui agissent à sa 
gauche et à sa droite. 

D'abord les verticales des sommets de ce polygone sont connues 
d'avance. En vertu du théorème même que nous venons de rap- 
peler, les sections passant par le sommet sont telles que le mo- 
ment de flexion maximum s'y produit indifféremment sous Fac- 
tion de l'un ou de l'autre des deux essieux répondant aux deui 
côtés du polygone contigus à ce sommet. Or les sections qui pos- 
sèdent cette propriété sont (§ 215) celles qui ont pour ab- 
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«1- — — i, 



2 



1 



a, _ —^ l, 



2 



P 



a. = 



Pi-HPi-i-...-+-P, 



'=4-', 



n n 

2- !<■ 



1 
n — i 



2- 

„> _ i / 

a«-i ^ — h 

2- 

1 

/ étant la longueur de la poutre; P|, P2, . . . , P/i les charges des n 

n 

essieux composant le convoi en sorte que ^^ P est le poids total 

de celui-ci. * 

Ces verticales se trouvent donc par la construction très simple 
du § 215. Supposons-les tracées. Cela étant, soient 

ai, ttf, ..., an-i 

les distances des essieux, ai étant la distance entre les essieux des 
charges P| et P2; «a celle entre les essieux des charges P2 et P3 
et ainsi de suite. 
On aura 

[A/^ = Pi («1 -^ «1 + ••• -+- «/-i ) -^ Pî( «î -+- «3 + ••• + «/-i )-}-...-+- P/_i a/_i, 

ou 

fi/^= Pja, H- (Pi -h Pj)a,-î-. . .-h (Pi-+- Pi-f-. . .-I- P/_,)a/_„ 

soit „ 

2' 

|i/^= -~— [a,a'i 4- a,a; -t-. . .s- a/-.,ot;_i]; 
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OU, si l'on applique suivant les verticales des sommets du polygone 
à tracer des forces fictives 



p, = ?/ 2 p. 



1 

m 



pi= ? 2p. 



p'«-. = ^' 2 p. 

proportionnelles aux distances ai, 02, ... des essieux successifs 

1-1 

HL/^ = P\ a\ + P; a; H- ... 4- P't^, aj. , = ^ P'*'' 

1 
On aurait de même 

n 
I 

et, par suite, 

m,= i:i^2 P'"'+72'"(^-"')' 

1 i 

équation qui montre (§ 193) que /n/ est le moment de flexion dû 
aux charges P'^ . Donc, pour avoir le polygone cherché : 

1^ Tracez, comme il est dit ci-dessus, les verticales de ses som- 
mets; 

a** Suivant ces verticales, appliquez des forces fictives P^- pro- 
portionnelles aux distances ai entre les essieux, le facteur de pro- 
portionnalité étant le rapport du poids total du convoi à la lon- 
gueur de la poutre; 

3® Tracez un polygone funiculaire de ces forces, de même 
distance polaire que la parabole et passant par les deux appuis. 

Ce sera le polygone cherché. 

FIN DE LA QUATRlàME PARTIE. 
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Arcs encastrés à un bout et posés sur 
rotule à l'autre, III. — Méthode 
d'Eddy, 126. — Poussée, 126, i3o. — 
Ligne de poussée, i3i. — Lignes 
d'influence, i34. — Influence de la 
température, 137. — Formules géné- 
rales en ayant égard à la tempéra- 
ture, à la compression de la fibre 
moyenne et à l'eiTort tranchant, i38. 

Arcs encastrés aux deux extrémités, 
III. — Définition de la poutre cor- 
respondant à un arc, 66. — Méthode 
d'Eddy, 68. — Application, 76. — 
Poussée, 71, 82, 85. — Ligne de 
poussée, 86. — Moment de flexion, 
eff^ort tranchant et compression de la 
fibre moyenne, 83. — Lignes d'in- 
fluence, 91, loi. — Passage d'un 
mobile unique sur l'arc, 97, io4, io5. 

— Passage d'un convoi, 99, 104. — 

^1 
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Influence de la température, 107. — 
Formules générales en ayant égard à 
la compression de la fibre moyenne 
et aux efforts tranchants, 112. — 
Application à un arc ( symétrique, 1 15. 
d'égale résistance (quelconque, 120. 
Arcs posés sur rotules, — Notions 
premières, I, 96. — Expression de la 
poussée, III, 7, ^Sf 5a. — Méthode 
générale pour la détermination gra- 
phique de la poussée, du polygone 
des pressions, des moments de 
flexion, etc., 10, 5i. — Poussées pro* 
duites, dans ses diverses positions, 
par un poids mobile, ao. — Ligne de 
poussée, a3. -— Lignes d'influence des 
moments de flexion, a8. — Ligne des 
actions verticales, 3i. -— Passage 
d'un mobile unique sur Tare, 3a, 39. 
— Passage d'un convoi, 33, /{O. — 



Tables de Bresse donnant la poussée 
dans un arc circulaire de section 
constante, 5a; — d'égale résistance 
(Calcul direct), 337; — du pont du 
Douro, 33 1. — circulaire de hauteur 
constante d'égale résistance, $39. 

Arcs réticulaires {voir aussi Systèmes 
réticulaires, Framework); — con- 
tinus, IV, 184 ; — posés sur rotoles, 
IV, 161; — encastrés à une extré- 
mité et librement appuyés à l'autre, 
IV, 167 ; — encastrés aux deux boots, 
IV, 176; — d'égale résistance, I\', 
a5o. 

Arcs flexibles f I, 139, i45, 5o8. 

Ardant (Colonel), IV, io5. 

Axe d'un couple, I, 448- 

Axes d'une ellipse d'inertie, I, 4oi- 

Axe neutre, I, 4^0. (Koir aussi Fibre.) 



B. 



Barres principales (dans un systi-me 

réticulaire ), I, 160, 309. 
Bertrand (J.), I, 474- 
BoLLMANN. ( Voir PoutTc. ) 
Bonnet (Ossian), I, 5i5. 
B0U8SINE8Q, IV, 81. 



Bow-Strino, IV, a4a. 

Bresse, I, viii; II, a54; III, Si; IV. 

198. 
Brune, IV, aoa. 
Butée des terres, IV, 79. 



c. 



Cftbles, IV, 88. 

Calcul des dimensions d'une pièce, I, 
/|66. 

Calcul des déblais et remblais, I, 499* 

Calcul graphique. (KoiV Addition, Sous- 
traction, Multiplication, Puissances, 
Racines.) 

Carré d'une ligne. {Voir Puissances.) 

Cas d'exception que présentent, au point 
de vue cinématique ou mécanique, 
les systèmes articulés, IV, 3o6. 

Castioliano, I, XV. 

Centre de gravité, I. — Définition, 
aïo. 

!• Centre de gravité des lignes poly- 
gonales ou courbes, ai4; — d'une I 



aire plane, 217; ~ du parallélo- 
gramme, a 18; — du triangle, ai8:- 
du quadrilatère, 319; — du tnpèzr, 
aao ; — du secteur, du segment de 
cercle et de la parabole, aai. 

a* Centre de gravité des sur/aces 
courbes ou polyédrales, aa4. — Ap- 
plication à la pyramide, au cône, i 
la zone sphérique, aa5. 

3« Centre de gravite des volumes, 
aa7, 339. — Applications : tétraèdre, 
aa8. — Cône, pyramide et tronc, 33]. 
— Secteur, segments sphériques, iH- 
Segment de paraboloTde, a39. 

Centre de pression, I, io3, iig] H, 
II. 



Centre des forces parallèles, I, aoa, 207^ 

4'9- 
Chaînette, I, 5ii. 

Chaînette d'égale résistance, I, 5i5. 

Charge de rupture, I, as. (Koir aussi 
Module. ) 

Charges que supportent les charpentes, 
260. 

Charge de sécurité théorique et pra- 
tique. ( Voir Module. ) 

Charges dissymétriques dans les voûtes, 
IV, 22. 

Charges mobiles, I, 338. {Voir aussi 
Convois. ) 

Charges uniformes équivalentes à des 
charges mobiles, I, 338. 

Charnières, I, i23. {Voir Rotules, Arcs, 
Poussée.) 

Charpentes (Charges qu'elles suppor- 
tent), I, 175. — Types divers, I, 265. 
{f^oir Systèmes articulés. Systèmes 
réticulaires, Arcs et Poutres réticu- 
laires et d'égale résistance. ) 

Chasles, I, 174, 4^^) ^4^* 

Chaudière, III; — cylindrique à fonds 
plats, 3io, 320; — cylindrique à fonds 
bombés, 325; — sphérique, 32i. 

Cinématique des systèmes articulés, 
IV, 117. 

Cintres. — Pressions qu'ils supportent 
de la part d'une voùle, I, 270. — 
Types divers, I, 273. 

Cohésion, IV, i, 55. 

CoLLiQNON (Edouard), III, 538; IV, 24; 
I, VIII. 

Comparaison entre les principales 
poutres employées en Europe et aux 
États-Unis, IV, 261. 

Composition des forces dans un plan, 
I, 25, 29, 38, 43» 46 : -^ ^^ couples, 
I, 192; ~ des forces parallèles, I, 
200; -^ des forces dans l'espace, I, 
429, 44? » — «le certaines forces fic- 
tives, II, 69. 

Compression de la fibre moyenne, I, 
275. 

Conditions {voir aussi Équilibre); — 

d'équilibre { analytiques, I, 189. 

dans un plan ( graphiques, I, ^o; 

— d'équilibre communes à tous les 



INDEX. 339 

corps, I, 73; — d'équilibre des so- 
lides élastiques, I, 74 ; — d'équilibre 
des solides non libres, I, 80 ; — d'é- 
quilibre et d'équivalence dans l'es- 
pace, I, 44? t — d'équilibre des poly- 
gones articulés, I, 124; — normales 
et anormales d'équilibre dans les 
systèmes articulés, IV, 319; — d'exis- 
tence d'un couple, I, 4^» — d'exis- 
tence d'une résultante, I, 4^; — 
d'existence d'un solide d'égale résis- 
tance, IV, 199 ; — de résistance-limite 
sur la base d*un mur, IV, 97; — de 
stabilité d'une voûte, IV, 1; — pour 
que la Statique fournisse les tensions 
d'un système de barres, I, 174, 181; 
IV, 2o3, 320. — Nombre nécessaire 
pour définir un polygone complet, I, 
148. — Nombre nécessaire pour dé- 
terminer les pressions mutuelles de 
corps, I, i2fi. — Nombre nécessaire 
pour le tracé d'un polygone funicu- 
laire, I, 64. 

Considère, I, 465. 

Consoles, IV, 2x2. 

Conventions sur les signes des moments 
de flexion, efforts tranchants et com- 
pression de la fibre moyenne, I, 276, 
3i4. 

Conventions sur les signes dans les 
systèmes réticulaires, I, 309. 

Conventions sur l'origine des coordon- 
nées dans les poutres continues, II, 
i38. 

Convois. — Passage sur une poutre à 
deux appuis simples, I, 32o, 352, 370, 
383; IV, 335. — Recherche (méthode 
générale) des positions dangereuses, 
II, 5o, 63. — Types, I, 337, 338. — 
Variation de tension due au déplace- 
ment d'un convoi, II, 54. {Voir aussi 
Poutres encastrées, continues, Arcs.) 

Coulomb, I, 174. 

Couples, I, 4^* — Leur composition, I, 

192, 447- — Résultant, I, iy3. 
Couple de flexion, I, 275. {Voir aussi 

Moment de flexion. Arcs, Poutres, etc.) 

Coupole; — métallique simplement 
posée sur un plan horizontal, III, 
3o5. — Méthode générale, III, 3oo. — 
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En maçonnerie, IV, 4^* — Courbe 
des pressions, IV, 4^> — Étude d'une 
coupole en maçonnerie, FV, 47* 

Courbes, {Voir aussi Polygones.) 

Courbes funiculaires, I, 69, 5o6, 523. 
{Voir aussi Polygones funiculaires.) 

Courbes funiculaires d'égale résistance : 
i"" sous l'action de charges verti- 
cales, I, 5i3; — 30 sous l'action de 
pressions normales, I, 619 

Courbe de flexion d'une poutre droite, 

n, 79- 
Courbes isostatiques, I, 544. 



Courbe des pressions. {Voir Polygone 
des pressions, Ares, Voûtes, Coupoles, 
Murs de soutènement). 

Courbure d'une pièce élastique, II, 13. 

Crbmona, I, 174. 

CROFTON, I, XT, XVI. 

Croix de Saint-André, IV, aa6. {Voir 

aussi Ponts tournants.) 
Cube d'une ligne. ( Voir Puissances.) 
Culées, IV, a3. 
Culées en tour ronde, IV, 5o. 
CuLMANN, I, 173. 



D 



Dambrun (Colonel), IV, io5, 106. 
Darboux, I, xv. 
Darwin, IV, 8a. 
Décomposition des forces, I, a6. 
Décomposition d'une force suivant trois 

lignes de son plan, I, 90. 
De Dion, III, 34 1, 376. 
Définitions. — Axe d'un couple, I, 443* 

— Axe neutre (ou fibre neutre), I, 
420; II, II. — Butée des terres, IV, 
79. — Centre de gravité, I, 210. — 
Centre de pression, I, io3; II, 11. — 
Centre des forces parallèles, I, ao2. 

— Charges et modules de rupture et 
de sécurité pratique, I, 2a, 447i 4^^, 
464. — Charnières, I, i23. — Com- 
pression de la fibre moyenne, I, 275. 

— Couple de flexion, I, 375. — Dis- 
tance polaire, I, 34. — Droites con- 
juguées, I, 427. — Effort tranchant, 
I, io3, 275. — Ellipse d'inertie, I, 
401. — Équilibre. {Voir Forces.) — 
Équilibre-limite, IV, 11. — Équiva- 
lence, I, 17. — Fibre neutre (ou axe 
neutre), I, 420; II, ii. — Figures 
déformables, indéformables, à lignes 
surabondantes, I, 147. — Figures 
librement dilatables, I, i5i. — Fi- 
gures réciproques, I, i53. — Forces 
élastiques, I, 31. — Forces en équi- 
libre, I, 16. — Forces extérieures, 
intérieures, I, 77. — Forces suppri- 
mantes, I, 16, — Foyer d'une travée 



de poutre continue, II, i54. — Foyer 
d'un plan, I, 437. — Frottement, I, 
269. — Joint de rupture, I\^, 12. — 
Ligne de poussée d'un arc, III, 33, 
86. — Lignes d'influence, II, 39. - 
Moment de flexion, I, 375. — Moment 
d'ordre supérieur, I, 394. — Moment 
d'une force par rapport à un axe, I, 
444-' — Moment d'une force par rap- 
port à un plan, I, ao6. — Momeot 
d'une force par rapport à un point, 
I, 184. — Nœud, I, 147. - Noyan 
central, I, 43 1. — Pièces considérées 
en Résistance des matériaux, I, 79. 
108; II, I. — Plan focal, I, 437- - 
Pôle, I, 34. — Polyèdre funiculaire, 
I, l\Zi. — Polyèdre réciproque, 1. 
439. — Polygone adjoint à une ligne 
d'influence, II, 54. — Polygone com- 
plet, I, i48. — Polygone de Varignon, 
I, i3i. — Polygone funiculaire, I. 33. 

— Polygone ou courbe des centres 
de pression, I, 11 5. — Polygone oa 
courbe des pressions, I, 114. — Poly- 
gones suspendus, supportés, I, i33. 

— Poussée des terres, IV, 53. — 
Poussée d'un arc, I, 95. — Poutre 
correspondant à un arc, III, 66. — 
Pression normale, I, io3. — Pyra- 
mide funiculaire, I, 4^1 • — ^'KS^^ 
polaire, I, 34. — Résistance d'uo 
corps, I, 77. — Sens d'un polygone. 
I, I. — Sommet opposé à une bant, 
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I, 3o6. — Surface de charge, I, a3. 
— Systèmes articulés en général, I, 
147. — Systèmes de points corres- 
pondants dans une poutre continue, 

II, i5a. — Systèmes ou solides inva- 
riables, I, 16. — Tiers extérieur, in- 
térieur, moyen d'un joint, IV, la. 

De Fonvioland, II, 343, 
Déformations des systèmes réticulaires, 

IV, 139, i3o, i3x, i34, 137, i38, 227, 

3o3. 
Déformations élastiques et calorifiques 

des pièces considérées en Résistance 

des matériaux, II, 3, 7, la; III, 1, 

186; IV, i4i, a37, 3o6. 
De Menabrea (le général), IV, aao. 
Déplacements des nœuds et rotations 

des barres d'un système réticulaire, 

IV, 123, laS, i35, t36, 140, 137, 227, 

3o6. 



Déplacements élastiques et calorifiques 
des pièces considérées en Résistance 
des matériaux, II, 17; III, i, 187. 

Dbprrz (Marcel), I, i5. {Voir aussi 
Intégrométre. ) 

Des Orqeribs, III, 337. 

Diamètre d'une ligne plane, I, 2x7. 

Diamètres conjugués d'une ellipse d'i- 
nertie, I, 4oa. 

Différence géométrique. ( Voir Soustrac- 
tion géométrique.) 

Dimensions d'une barre, I, i8a. — Di- 
mensions d'une pièce quelconque, I, 

447- 

Division de deux lignes, I, 9. 
D'Ocaqne (Maurice), I, 538. 
Données pratiques. (Koir Tables.) 
Droites conjuguées. {Voir Définitions.) 
Durand-Clayb, IV, 5. 



E. 



Eddy, rv, 33 '1. (Fbtr aussi Arcs et Cou- 
poles, Méthode.) 

Effort tangentiel. ( Voir Pressions.) 

Effort tranchant (Théorèmes de pure 
statique relatifs aux poutres, aux 
arcs, aux systèmes réticulaires), I, 
io3, 375, 395, 3o4, 317. 

Effort tranchant (Son influence sur les 
déplacements élastiques), II, iS; — 
dû au passage d'un convoi sur une 
poutre droite ou un arc, II, 63. (Voir 
aussi Poutres droites. Arcs, Arcs ré- 
ticulaires.) 

Eiffel, III, 32 1. 

Éléments isostatiques, I, 533. 

Ellipse d'inertie ou centrale. {Voir 



Moment d'inertie.) 

Ellipse (Voûte en), IV, 16. 

Équilibre, I, 16, 27, 29 voir auss 
Conditions); — d'une courbe flexible 
ou funiculaire, I, 139, 5o8 ; — d'une 
surface de révolution flexible, III, 
287 ; — du prisme rectangulaire, I, 
528 ; — du prisme triangulaire, I, 
532 ; — d'un polygone articulé ou 
funiculaire, 1, 124, i3i, i4i; — limite, 
IV, II, 46, 53, 61. 

Équivalence des forces. I, 17. {Voir 
aussi Conditions.) 

Exemple de système d'égale résistance 
indéterminée, IV, 249. 

Extrados, IV, 27. 



F. 



Fairbairn, I, 454. 

Fibre, II, a. 

Fibre moyenne, I, 275. {Voir Arcs, 

Poutres, etc.) 
Fibre neutre^ II, 11. 
Figures déformables, indéformables, I, 



147, i5o: IV, 3o8; — librement dila- 
tables, i5I,i; — réciproques, I, i53, 
548. 

Fine. {Voir Poutre.) 

Flamant, IV, 81, 8a. 

Flexion, II, i; — d'une plaque circu- 



342 



INDEX. 



laire, III, 3i4' {Voir aussi Déforma» 
lions, Déplacements, Rotations, For- 
mules, Forces élastiques, Poutres, 
Arcs). 

Forces élastiques, I, ai, loo, 527; II, i; 
III, I, i83. {Voir aussi Relations.) 

Forces isolées, continues, I, 23. — (Re- 
présentation graphique des), I, 35. 
— extérieures, intérieures, I, 77 ; — 
parallèles, I, 46 {voir aussi Centre 
dis); — parallèles dont les points 
d'dpplication sont dans un plan et les 
grandeurs proportionnelles aux dis- 
tances de ces points d'application à 
une droite du plan, I, ^ig. {Voir 
aussi Conditions, Composition, Com- 
pression, Équilibre, Équivalence, 
noyau central, Polygones, Pressions, 
Tensions.) 

Formules. — Formules générales rela- 
tives à la flexion plane, II, 27; III, 
3. — Formules générales relatives 
aux déplacements élastiques produits 
sur une ferme en charpente par des 
actions normales au plan de la ferme, 
III, 194, 199, 223. — Pression nor- 
male dans la section transversale 
d'une pièce quelconque, I, 3i4* — 
Relation entre le centre de pression 
et Taxe neutre d'une section d'une 
pièce quelconque, I, ^ib; II, 12. — 
Formule générale de la flexion des 
poutres droites, II, 32, 79. — Moment 
de flexion dans une poutre droite à 
deux appuis simples, II, 289. — Mo- 
ment maximum maximorum dû au 
passage d'un convoi, II, 368. — 
Poutre encastrée à un bout et sim- 
plement appuyée à l'autre. — Mo- 
ments de flexion, II, 93. — Efforts 
tranchants, II, 95. — Poutre encas- 
trée aux deux bouts. — Moments 
de flexion, II, 117. — Efforts tran- 
chants et réactions des appuis, II, 
120. -7 Résumé des formules usuelles 
relatives aux poutres à une seule 
travée, II, i32. — Formules déflnis- 
sant les foyers des poutres continues. 



II, i52, 203, 337. — Formules défi- 
nissant les moments de flexion M,, sur 
les appuis, II, 333 [Formules (16), 
(17), (18), (19) avec la défi oition des 
p,- donnée par les formules (9) du 
1 390 et celle des H/ donnée au § 354]. 
— Formules donnant la poussée d'un 
arc posé sur rotules, III, 9, 48, 53.— 
Formules générales relatives aux arcs 
encastrés aux deux bouts, lit, 64, 
113. — Formules générales relatives 
aux arcs encastrés à un bout et posés 
sur rotule à l'autre, III, i38. — For- 
mules générales relatives aux arc^ 
avec : une charnière, III, 167 ; — deux 
charnières, III, 171, i83 (s'il y a 
trois charnières, le polygone des 
pi*essions est déterminé par la Sta- 
tique). — Formule extrêmement 
simple permettant, en général, de 
calculer, dans un arc circulaire de 
hauteur constante et d'égale résis- 
tance, les points d'intersection de la 
courbe des pressions et de la fibre 
moyenne (c'est-à-dire les points où le 
moment de flexiob est sensiblemeot 
nul) et, par suite, la poussée (appli- 
cable à des arcs quelconques comme 
première approximation), III, 329, 
3G7; — pour un arc parabolique, 

III, 368. — Formules générales pour 
le calcul direct des arcs d'égale ré- 
sistance, III, 329, 366, 367. — For- 
mule fondamentale relative aux poais 
suspendus, III, 240, 241. — Équations 
d'équilibre d'unesurface de révolution 
flexible, III, 387. — Formules empi- 
riques relatives aux voûtes, IV, 25, 
36, 37. — Formules empiriques rela- 
tives aux murs de soutènemeot, IV, 
104. 

FOURET, I, VIII. 

Foyers. ( Voir Définitions.) 
Framework, I, 160. {Voir Systèmes 

articulés, réticulaires.) 
Frankel, I, vu; II, 4^; III, io5, 106. 
Frottement, I, 369; IV, 53. 
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G. 



Galerie annexe des machines du palais 
de TExposition universelle de 1878, 
III, 340. — Grande galerie de l'Ex- 
position de 1878, III, 376. 

Gauthikr-Villars, I, xvi. 

Glissement. ( Voir Frottement, Déplace- 



ment, Déformation, Effort tranchant.) 
Glissement dans les voûtes, lY, i, i4i 

ai. 
GoBiN, IV, 8a. 
Grue tournante, I, a56. 
GuiDi, I, X. 



H. 



Hypothèses de la Résistance des maté- 
riaux, II, 5; — relatives aux ou- 



vrages en maçonnerie, IV, i, 43< 



I. 



Indétermination apparente de certains 
problèmes de Statique, I, 77, 84, 86, 

94, 97- 
Instruments de calcul, I, i4, 477* 
Intégrateurs d'Amsler, I, 477« — Ap- 
plications au calcul des déblais et 
remblais, 499 ; — au mouvement des 



terres, 5o3; — au développement 

d'une fonction en série trigonomé- 

trique, 5o5. 
Intégromètre de M. Marcel Deprez, I, 

498. 
Isostatiques. {Voir Éléments, Lignes.) 



j. 



Jjint de rupture, IV, la. 



I Jones, V, 3o6. 



K. 



KiRRALDY, I, 463. 

Kleitz, I, 338; IV, aa, a4. 



Knut Sttpfe, I, a 



L. 



Launhardt, I, 4^0. 

Léman (Capitaine), I. (Addition à la 
Préface. ) 

Lemme fondamental relatif aux poly- 
gones funiculaires, I, 36. 

Lemmes de Géométrie relatifs à la dé- 



formation des systèmes réticulaires, 
IV, 117, aia. 
Lignes d'influence, II, 39; — des mo- 
ments fléchissants dans une poutre à 
deux appuis simples, ^2; — des 
efforts tranchants, 4^; — relative à 
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une barre d'un système réticulaire, 
/|9. — Propriété générale, 5o, 57. — 
Emploi pratique, 63. {Voir Poutres 
droites et Arcs.) 
Ligne de poussée, IV, i8a, 282 {voir 
aussi Arc, Arcs réticulaires ); — dite 



Kàmpferdrucklinie par Winckler, 

III, 4i) xo5. 
Ligne de fermeture, I, 296. 
Lignes isostatiques, I, 544- 
LiNVILLE, IV, 3o6. 



M. 



Manchon cylindrique, III, 3o8, 317. 

Maxwell, I, 174. 

MÉRY, I, 174. 

Méthode; — pour trouver les tensions 
dans un système de barres, I, i4i; IV, 
i5i, 209, 3^0; {voir aussi Poutres et 
arcs, Framework); — de Culmann, 

I, 172 ; — du général Menabrea, IV, 
320; — générale pour reconnaître 
s'il existe des conditions anormales 
d'équilibre dans les systèmes arti- 
culés, IV, 324; — pour la détermina- 
tion des centres de gravité, I, 211; — 
pour la recherche du moment flé- 
chissant maximum dû au passage 
d'un convoi sur une poutre à deux 
appuis simples, I, 335, 354 > — P^^^r 
les efforts tranchants, I, 376; — pour 
la recherche des positions dange- 
reuses d'un convoi sur un ouvrage 
en général, II, 5o; — pour la re- 
. cherche du noyau central, I, 425; — 
analytique pour l'étude des poutres 
droites continues, II, 161, 227; — 
graphique pour le même problème, 

II, 202, 3ai; — de Mohr, II, 32 1; IV, 
222; — pour l'étude d'un arc : posé 
sur rotules, III, 10, 5i; — encastré, 

III, 68, 74; — encastré à un bout, 
III, 126; — avec charnières, III, 147, 
175, i83; — pour l'étude d'un pont 
suspendu rigide, III, 522, 532 ; — gé- 
nérale pour la détermination directe 
des arcs d'égale résistance, III, 327, 
333 ; — pour étudier l'action du vent 
sur les fermes en charpente, III, 206; 
— de Poncelet (Murs de soutène- 
ment), IV, 63; — générale pour l'é- 
tude d'une voûte, IV, 33; — de 



Durand-Claye, IV, 38; — pour l'étude 
d'une coupole : en maçonnerie, IV, 
47; — en métal, § 544. 
Module ou charge de sécurité théorique 

Module ou charge de sécurité pratique 
R en général et, en particulier, pour 
le fer et l'acier, I, 4^2; — relatif 
au cisaillement ou à la torsion, l, 
466. 

MOHR, II, 321; IVj 222. 
M0LINO8, III, 341, 376. 

Moment de flexion ou fléchissant, 1, 
275. — Premières notions sur son 
expression et sa représentation gra- 
phiques : dans les poutres droites m 
général, I, 283; — dans les arcs en 
général, I, 299 ; — dans les systèmes 
réticulaires, I, 3o5, 3o6. {Voir aussi 
Couple de flexion. Poutres, Arcs.) 

Moments d*inertie, I. — Définition, 
39^. — Ellipse d'inertie, \o\. — Mo- 
ment d'inertie du rectangle, 4i3; — 
du triangle, ^iZ\ — d'une ellipse, 
416; — d'une couronne elliptique, 
4i6; — du cercle et de l'anneau cir- 
culaire, 4i7> 

Moment d'un couple, I, 187, 44^* 

Moment fléchissant. ( Voir Moment de 
flexion.) 

Moments par rapport à un point, 1, 
184. — Construction graphique, I, 
195; — par rapporta un plan, 1, 206; 
— par rapport à un axe, I, 444- 

Mouvement des terres, I, 5o3. 

Multiplication des lignes, I, 6. 

Murphy-Whipple, IV, 3o6. 

Murs, IV, 88, 92, 98, 102, io4, loS. 
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Neige, I, 261. 

Notations, — !• Poutres droites (Ab- 
scisses comptées dans chaque travée 

depuis Textrémité gauche de cette 

travée); 

M, moment de flexion au point quel- 
conque d'abscisse x ( compté posi- 
tivement de gauche à droite ou 
lorsqu'il tend à courber la poutre de 
façon qu'elle présente sa concavité 
vers le haut); 

Mj, moment de flexion sur l'appui 
n'* i — I à partir de la gauche; 

M,, moment de flexion sur la culée 
gauche ; 

Rj, réaction de cet appui ; 

/, longueur de la travée quand elle 
est unique; 

l^j longueur de la t**"* travée à partir 
de la gauche quand il y en a plu- 
sieurs; 

Uf, distance du foyer de gauche de 
cette travée à son extrémité 
gauche; 

U(, même distance pour le foyer de 
droite; 

Vg = /,. — M;, v'i = l. — uj, distances de 
ces deux foyers à l'extrémité de 
droite de la travée; 

OTL;-, dll//, moments de flexion en ces 
deux foyers; 

(JL, moment de flexion que les charges 
agissantes produiraient au point 
d'abscisse x^ si la travée /^ existait 
seule posée sur. appuis simples; 

H*.} K'} valeurs de (i aux deux foyers 
de ladite travée; 

T, effort tranchant au point d'abscisse 
X (compté positivement de haut en 
bas); 

T| effort tranchant qui se produirait 
si la travée que l'on considère 
existait seule, posée sur appuis 
simples; 



Pj> P,> •••! généralement P ou P,., 
charges verticales agissant sur la 
poutre ; 

a,, a„ ...y abscisses de ces charges; 

p, charge continue rapportée au 
mètre courant (toutefois, dans le 
problème du convoi passant sur 
une poutre à deux appuis simples, 
cette charge est désignée par la 
lettre q)\ 

H/, fonction des charges définie, II, 

147, i48, 149 )î 

Pour les poutres symétriques à tra- 
vées intermédiaires égales {voir 
II, 254); 
jTj abaissement vertical positif ou né- 
gatif de la fibre moyenne, par suite 
de la flexion; 
y^^ ordonnée (comptée positivement 
de haut en bas) de l'appui n" i — i 
à partir de la gauche. Si tous les 
appuis sont de niveau, y^ = o quel 
que soit L (Voir encore II, 254.) 
Arcs et pièces quelconques. — q, 
poussée. ( Voir pour les autres no- 
tations, III, I, 9., 3, 52 et le mot 
Vent). 
Notations communes. — ti, distance 
d'une fibre à la fibre moyenne; 
celte lettre désigne aussi pour les 
arcs la composante parallèle à l'axe 
des X du déplacement élastique ; il 
ne peut pas y avoir de confusion ; 
I, moment d'inertie d'une section; 
S, aire d'une section; 
E, coefficient d'élasticité; 
Notations graphiques. {Voir I, 2, 25, 

161.) 
Noyau central d'une aire plane, I, 
423. — Application à l'ellipse et au 
cercle, I, 4^6; — aux aires polygo- 
nales, I, 1^25; — aux aires quelcon- 
ques, I, 435. 



346 



INDBX. 



0. 



Ogive, IV, i3, i8 

Ott (Karl von), I, 261, 44/ 



OUDRT, I, 358. 



p. 



Parabole, I, i45, 5ii, Saa. 

PSRRONEt, IV, a5. 

Pièces ou corps qui font l'objet de la 
Résistance des matériaux, II, i. 

Pièces d'égale résistance, I, 817, 44?» 
5i3; IV, 83. — Pièces simplement 
tirées ou comprimées, IV, 83. ( Voir 
aussi Solides d'égale résistance.) 

Piles, IV, a3. 

Plan focal. ( Voir Définitions. ) 

Planimètre polaire d'Amsler, I, 477 ï 

— constante de l'appareil, 485; — dis- 
positions pratiques, 486. 

Plaques, III, 3i4. 

Plate-bande, IV, 3o. 

Plein-cintre, IV, la, 16, a4, a5. 

Poids, I, a 10. 

Points d'inflexion de la fibre moyenne 
dans une poutre continue, II, i83. 

Points d'influence dans les poutres 
continues, II, 379. 

Point neutre, II, 197. 

Point neutre dans les coupoles, H*, 43> 

Point d'application de la poussée des 
terres, IV, 7 '4. 

POLONCEAU, I, a 67. 

Polyèdres funiculaires, I, 43 1. 

Polyèdres réciproques, I, 439. 

Polygone adjoint à une ligne d'in- 
fluence, II, 54. 

Polygones articulés, I, ia4. 

Polygone compléta n sommets, I, 148; 

— des forces, I, a5; — des moments 
de flexion, I, 3o; — des pressions et 
des centres de pression, I, ii4- ( Voir 
aussi Arcs, Voûtes, Coupoles, Murs 
de soutènement). 

Polygone de Varignon, I, i3i. 
Polygones funiculaires, I, 33; — sus- 
pendus, supportés, I, i35. 



PoNCBLBT, I, 174; IV, 63, 104. 

Pont (voir aussi Poutres, Arcs, Poly- 
gones, Poussée) : — du Douro, m, 
33t, 35a; — pour chemins de fer, IV, 
26. 

Ponts suspendus. — Notions premières. 
I, i4i, i63, 164, 5o8. 

Ponts suspendus avec poutres rigides, 
III. — Mode de fonctionnement, aa;. 

— Règles pour leur établissement 
aa9, a54, a6a, 276. — Formule fonda- 
mentale et son emploi, 241. — Ac- 
tion d'un poids voyageur sur une 
section de la poutre : i* quand il 
n'y a pas de haubans, a5o ; — 2* quand 
il y a des haubans, 267. — Action 
d'un poids voyageur sur le câble et 
les tiges de suspension : i* quand il 
n'y a pas de haubans, 258 ; — a* quand 
il y a des haubans, 278. — Actions 
de charges fixes sur une section de 
la poutre quand il y a des haubans, 
277. — Efiets de température, 278. 

— Calcul des haubans, 282. 

Ponts tournants. ( Voir aussi Poutres.) 
Poussée. Premières notions, I; — 
d'un arc avec charnières, 127: — 
d'un arc flexible, 139, i45, 5o8 {voir 
Arcs, Ponts suspendus. Ponts sus- 
pendus avec poutres rigides) ; — d'on 
arc posé sur rotules, 95. 

Poussée des terres, IV. — Principes, 
53. — Talus naturel, 57. — Méthode 
de Poncelet, 63. — Expression ana- 
lytique de la poussée, 68. — Cas di- 
vers, 69. ^ Point d'application de la 
poussée, 74* — Poussée sur un mur 
non droit, 76. — Poussée sur Vex- 
trados d'une voûte, 78. 

Poutres droites, — Premières notioQS 
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sur leurs moments de flexion et 
efforts tranchants, I, a83. — Distri- 
bution des forces élastiques dans une 
section. I, 54 1. — Poutres droites à 
deux appuis simples, I. — Expression 
analytique des moments de flexion et 
efforts tranchants pour charge unique, 
388; — charges isolées en nombre 
quelconque, aSg; — charges conti- 
nues quelconques, ago; — charge 
uniforme sur tout ou partie de la 
poutre, agi ; — charge d*eau ou de 
terre, aga. — Moment fléchissant 
maximum produit par le passage 
d'un convoi, ai3, ai6. — Moment 
maximum m^aximorum, 368. — 
Efforts tranchants. Id. 370, 376. — 
Cas où le convoi porte par l'intermé- 
diaire de poutrelles transversales. 
383. 

Poutres continues, II. — Théorèmes 
des trois moments, i^g. — Théo- 
rème des deux moments, i5i, 3oa. — 
Foyers, i54, aoa, aa7, a3o, a3i, 3o5. 
340. — Détermination analytique des 
moments de flexion (Méthode géné- 
rale), 161, a3a, a36, 3o6. — Résumé 
de la marche à suivre, a45. — Efforts 
tranchants, a35, 3og. — Réactions des 
appuis, a36, 3og. — Formules calcu- 
lées relatives à des poutres à travées 
égales de a à 7 travées portant une 
charge uniforme, a37; — pour une 
poutre à a ou 3 travées quelconques, 
241, a43; — pour des poutres symé- 
triques à a, 3 ou 4 travées, a53. — 
Tables de Bresse pour des poutres 
symétriques et ayant toutes leurs 
travées intermédiaires égales, a54. — 
Solution graphique du problème des 
poutres continues, ao4y 3io, 3ai. — 
Points d'influence, a7g. — Lignes 
d'influence, a8a. — Moment maxi- 
mum déterminé par le passage d'un 
convoi, 2g5, ag6. — Effets de charges 
quelconques régnant dans une travée 
seule, 170, 187; — d'une charge uni- 
forme régnant sur tout ou partie 
d'une travée, 177; — - d'une charge 
unique, 181, 187. — Points d'inflexion 



d'une travée seule chargée, i83. ~ 
Combinaisons de charges donnant les 
valeurs extrêmes du moment de 
flexion, i8g; — de l'effort tranchant, 
iga; — des réactions des appuis, 193. 

— Influence de la dénivellation des 
appuis, igS. 

Poutre enccutrée à ses deux extrémi- 
tés j II, 109. — Détermination générale 
du moment de flexion analytique, 
ii5; — graphique, iio, ii5. — Charge 
isolée, ii3, 1x8; — uniforme, 11 3, 
117; — quelconque, 119. — Efforts 
tranchants, lao. — Réactions des 
appuis, lao. — Lignes d'influence, 
lai. — Solide d'égale résistance, ia5. 

Poutre encastrée à un bout, librement 
appuyée à l'autre. — Détermination 
générale du moment de flexion ana- 
lytique, 91 ; — graphique, 80. — 
Charge unique, 86, gS; — uniforme, 
88, g3. — Charges quelconques, 94. 

— Efforts tranchants; Méthode ana- 
lytique, 95 ; — graphique, 91. — Lignes 
d'influence, gS. — Marche à suivre 
dans la pratique, loi. — Solide 
d'égale résistance, ici ; — s'il n'y a 
pas de charge mobile, io3; — pour 
une charge uniforme, 108; — pour 
une charge unique, 106. 

Poutres réticulaires. — Comparaison 
entre les principales po\itres em- 
ployées en Europe et aux États-Unis, 
IV, a6i ; — posées sur appuis simples 
I, a4i ; — encastrées k un bout, libres 
à l'autre (voir Ponts tournants, 
grues); — encastrées à un bout et 
simplement appuyées à l'autre, IV, 
148; — encastrées aux deux bouts, 
IV, i58; — Poutres Fink, IV, a65. 

— Bollmann, IV, 376; Warren IV, 

279- 

Pression {voir Poussée, Réactions, 
Forces élastiques, Systèmes réticu- 
laires, Tension); — normale uni- 
forme, I, ag; — dans la section trans- 
versale d'une pièce, I, io3, 3i4; — 
d'une voûte en cours d'exécution sur 
son cintre, 370. 

Pressions* principales, I, 533, 537. 
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Pressions ou forces tangeotielles, I, 
535. 

Pression de Teau sur une paroi cylin- 
drique, IV, 90. 

Principes, 

Principes applicables à tous les sys- 
tèmes articulés, I, i56. 

Principe de l'équilibre-limite, IV, aa, 
46, 55, 61 ; — de réciprocité des dé- 
placements, IV, i38, i4o, aag; — des 
figures. ( Voir figures réciproques. ) 

Principes de Résistance des matériaux, 



II, I ; — de Statique, I, ao. 

Principe de superposition, II, 34. 

Problèmes usuels relatifs à la composi- 
tion des forces, I, 5o, 65. ( Voir aussi 
Polygones et Courbes funiculaires.) 

Projections des forces, I, 184. 

Propriétés générales des systèmes d'é- 
. gale résistance, IV, a33. 

Puissances d'une ligne, I, 8. 

Pyramide. ( Voir centre de gravité. ) 

Pyramide funiculaire, I, 43 1- 



R. 



Racines (extraction graphique), I, la, 

Rankine, I, 43i; III, aag. 

Réactions des appuis, I, ^5, 80, a88; 
II, 3a; IV, 174, 181. ( Voir Arcs, Arcs 
réticulaires, Coupoles, Poutres, Voû- 
tes). 

Relations entre les forces élastiques et 
les forces extérieures, I, ici ; III, 
186. 

Relations entre les forces élastiques et 
les déformations qu'elles produisent, 
II, 7; III, 187. 

Relations entre les positions de la fibre 
moyenne et du centre de pression, 
II, la. 

Relations entre les dilatations des six 



lignes joignant quatre points, IV, 
ai6. 

Relations normales et anormales entre 
les dilatations des côtés d'une figure 
IV, 3o8. 

Relations entre le nombre des déforma- 
lions et des dilatations, IV, 3i3 

Résistance des corps, I, 77; — des ma- 
tériaux, II, I ; — d'un manchon cy- 
lindrique, III, 3o8 ; — d'une chau- 
dière, III, 3iu, 3ao. 

Résultante (voir équivalence, condi- 
tions); — de translation, I, 193. 

RiTTEK (Théorème de), I. 307. 

Rotations élastiques, II, 21. 

RouGHE, IV, 3i5, 317. 



s. 



Sécurité, {voir Module, Charge, Résis- 
tance, Systèmes d'égale résistance.) 

Séjourne, I, 447» 4^^* 

Sens d'un polygone, I, i. 

Seyrig, III, 3ai, 341, 376. 

Signes. ( Voir Conventions.) 

Solides invariables, I, 19, ag; — d'égale 
résistance, I, i8a, 317, 5i3; II, loi, 
106, 125; III, 337; IV, 83, i55, a33. 
( Voir aussi Poutres, Arcs, Arcs d'égale 
résistance. Ponts suspendus. Surfaces 
flexibles. Coupoles, Murs, Voûtes), 
omme géométrique, {voir Addition 
géométrique. ) 



Sommet opposé à une barre, I, 3o6. 
Soustraction géométrique, I, 6, 9. 

SPANftBNBERQ, I, VI, 454* 

Stabilité d'une voûte, IV, i. 

Surfaces (Opérations graphiques sur 
les), I, i3. 

Surface de charge, I, a 3. 

Surfaces de révolution /lejcibleSj III. 
— Équations d'équilibre, 387. — 
Étude graphique, a95. — Application 
aux surfaces sphériques, hémisphé- 
riques, coniques, aga. 

Systèmes articulés, I, i55 ; IV, 197; — 
réticulaires, I, 160; — d'égale résis- 



tance, I, 182; IV, a33, a5o, 3o6. ( Voir 
aussi Framework, Poutres réticu- 
laires. ) 
Système ou poutre Fink, IV, a65, 290, 
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396; — BoUmann, IV, 376, 291, 296; 
— Warren (triangulée),IV, 279, 291, 
296. 
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Tables : des formules usuelles des 
poutres à une travée, II, i33; — 
donnant les poids de divers convois 
et les charges permanentes admises 
comme équivalentes, I, 337, 338; — 
de Bresse pour les poutres continues 
symétriques de i à 7 travées ayant 
toutes leurs travées intermédiaires 
égales, II, 254 ; — de Bresse pour le 
calcul de la poussée dans un arc cir- 
culaire de section constante, posé 
sur rotules, III, 62 ; ^ relatives aux 
voûtes en maçonnerie, IV, 24 ; — à la 
poussée des terres, IV, 81 ; — aux 
murs de soutènement, IV. io4; — 
des volumes de matière dépensés dans 
divers systèmes de poutres, IV, 296. 

Talus naturel, IV, 53. 

Température, II, 16, 23, 25, .29; III, 3, 
44, 45, 48, 53, 107. i38, 167, 234, 260, 
278, 357, 38i, 386; IV, i65, 172, 179. 
( Voir aussi Arcs. ) 

Tensions. ( Voir Pressions, Systèmes 
articulés, Systèmes réticulaires, Fra- 
mework, Arcs, Poutres, Arcs réticu- 
laires, Poutres réticulaires, Ponts 
suspendus, Polygones, Charpentes, 
Cintres, Plaques, Manchon circulaire, 
Pièces. ) 

Théorèmes sur les arcs : fonda- 
mental relatif aux arcs posés sur 
rotules (charges verticales ou non), 
III, 5; — relatif à la ligne de poussée 
d'un arc posé sur rotules, III, 23; — 
fondamental relatif aux arcs encas- 
trés, III, 63; — relatif à la ligne de 
poussée d'un arc encastré à ses extré- 
mités, III, 86; — fondamental relatif 
aux arcs encastrés à un bout et posés 
sur rotules à l'autre, III, 126; — 
relatif à la ligne de poussée d'un tel 
arc, III, i3i. 



Théorèmes relatifs aux arcs : avec une 
charnière, III, i44, 4^8; deux char- 
nières, III, 174, 177, i83 (dans le cas 
de trois charnières, le polygone des 
pressions est déterminé par la Sta- 
tique); — fondamental, relatif aux 
actions du vent ou généralement aux 
actions exercées normalement au 
plan d'une ferme en charpente, III, 
199; — fondamental, relatif aux 
actions de forces agissant sur une 
ferme en charpente, normalement à 
son plan, lorsqu'elle est encastrée à 
ses extrémités contre les déforma- 
tions normales à son plan (qu'elle 
soit encastrée ou non contre les dé- 
formations s'effectuant dans son 
plan), III, 199; — fondamentaux, 
relatifs aux arcs réticulaires, IV, 161, 
167, 175; — sur les moments de 
flexion, efforts tranchants et com- 
pression de la fibre moyenne, I, 277, 
299» — sur ie moment maximum 
produit par le passage d'un convoi 
sur une poutreà deux appuis sim- 
ples, I, 323, 328, 347; — sur les mo- 
ments d'inertie, I, 399; -- sur les 
poutres continues pleines. — Théo- 
rème fondamental, II, i38. Théorème 
des trois moments, II, i'i9. Théorème 
des deux moments, II, i5i, 3o2; — 
fondamentaux relatifs aux poutres 
réticulaires à une travée, IV, 148, 
i58; — sur les poutres continues réti- 
culaires, IV, 189; — relatifs aux sys- 
tèmes d'égale résistance et aux sys- 
tèmes articulés, en général, IV, 197, 
233 ( Note I et appendice à la Note I); 
— fondamental relatif à la poutre en- 
castrée à un bout et simplement ap- 
puyée à l'autre, II, 79. — Sur les 
conditions graphiques d'équilibre, I, 
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46; — sur les conditions d'équilibre 
communes à tous les corps, I, 73; — 
sur les conditions d'équilibre des 
polygones articulés quand des forces 
agissent à la fois sur les côtés et les 
sommets, I, ia4j — sur les condi- 
tions pour que la Statique fournisse 
les tensions et réactions d'un sys- 
tème articulé, I, 182; — sur l'équi- 
libre d'une pression normale uni- 
forme, I, 29; — fondamentaux sur 
les polygones funiculaires, I, 36, 44 » 
— sur l'existence du polygone des 
pressions, I, no, 117; — sur les 
lignes d'influence, II, 67; — sur la 



composition des couples, I, 193; — 
sur le moment des forces, I, 186, 
188; — de Ritter, I, 307; — sur la 
courbe de flexion des poutres droites 
en général, II. 79. 

Torsion, III, i85. ( Voir aussi Déplace- 
ments, Rotations, Formules, Forces 
élastiques. ) 

Tour ronde, IV, 5o, 5i. 

Transformation parabolique, I, 5^|8. 

Translations élastiques et calorifiques, 
II, x6, as, aS. 

Tresca, I, 4^4* 

Types de convois de chemin de fer, I, 
337. 



V. 



Variation de courbure d'une pièce élas- 
tique, par suite de sa déformation 
élastique, II, la. 

V'ariation de tension dans un déplace- 
ment d'un convoi, II, 54. 

Variqnon, I, i3i, 174* 

Vent, — Données relatives à l'action 
du vent, I, 262; III, ao4; IV, 107, 
lia. — Étude de l'action du vent sur 
fermes en charpente, III, ao6. — 
Contreven terne nt et entretoises, III, 
a 18. — Cas particulier des ponts à 
poutres droites, III, aa6. — Action 
du vent sur un cylindre, IV, iia; — 
sur un cône, IV, ii3; — sur une 



cloche ou calotte sphérique, IV, ii3. 

Ventre, I, 347 ; IV, 104. 

Voûtes en maçonnerie ( voir aussi po- 
lygone des pressions) I, ii4* — Con- 
ditions de stabilité, IV, i. — Prin- 
cipe de l'équilibre-limite et applica- 
tions, II. — Données pratiques, 24- 
— En anse de panier, arc de cercle, 
ogive, plein-cintre, la. — Piles e 
culées, 23. — Plate-bande, 3o. — 
Étude d'une voûte, 33. — Méthode de 
Durand-Claye, 38; — du géoéral 
Peaucellier, ^i. — Voûtes d'égale 
résistance, I, 617. 



w. 



Warrkn. ( Voir Poutres. ) 
VVatson Thomsoti, I (Addition à la Pré- 
face). 
Weyrabch, I, 829, 447» 46'i 462 ; II, 279. 



WiNCKLER, I, 447; ïli 54, 55, 61; ni, 

4i, io5, 106. 
WoHLER (Loi de), I, 447» 44^* 
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